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INTRODUCTION

'HE recent development of various methods of modulation such as PCM

and PPM which exchange bandwidth for signal-to-noise ratio has in-
tensified the interest in a general theory of communication. A basis for
such a theory is contained in the important papers of Nyquist' and Hartley?
on this subject. In the present paper we will extend the theory to include a
number of new factors, in particular the effect of noise in the channel, and
the savings possible due to the statistical structure of the original message
and due to the nature of the final destination of the information.

The fundamental problem of communication is that of reproducing at
one point either exactly or approximately a message selected at another
point, Frequently the messages have meaning; that is they refer to or are
correlated according to some system with certain physical or conceptual
entities. These semantic aspects of communication are irrelevant to the
engineering problem. The significant aspect is that the actual message is
one selected from a sel of possible messages. The system must be designed
to operate for each possible selection, not just the one which will actually
be chosen since this is unknown at the time of design.

[f the number of messages in the set is finite then this number or any
monotonic function of this number can be regarded as a measure of the in-
formation produced when one message is chosen from the set, all choices
being equally likely. As was pointed out by Hartley the most natural
choice is the logarithmic function. Although this definition must be gen-
eralized copsiderably when we consider the intluence of the statistics of the
message and when we have a continuous range of messages, we will in all
cases use an essentially logarithmic measure.

The logarithmic measure is more convenient for various reasons:

1. Tt is practically more useful. Parameters of engineering importance

' Nyquist, H., “*Certain Factors Affecting Telegeaph Speed," Bell System Technical Jour-
nal, April 1924, 24; ““Certain Topics in Telegraph Transmission Theory,” 4. 1. E. E.
Trams., v. 47, April 1928, p. 617.

2 Hartley, R. V. L., “ Transmission of Information,” Bell Svstem Technical Journal, July
1928, p. 535
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Information theorist's coat of arms

Codificacao de fonte Codificacao de canal

Representar com fidelidade uma fonte de Transmitir com confiabilidade uma sequén-
informacao através de uma sequéncia de bits cia de bits por um canal de comunicacdo com

com a menor taxa possivel. a maior taxa possivel.
Conceito chave: Entropia da fonte. Conceito chave: Capacidade do canal.
INFORMATION
SOURCE TRANSMITTER RECEIVER DESTINATION

- RECEIVED
SIGNAL

SIGNAL

ME SSAGE MESSAGE

NCISE
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Medida de informacao



Como quantificar a informacao?

Seja £ um evento de um experimento probabilistico.

T o @

() [
Oo Oo
incerteza surpresa

N -

Recebeu I(E) de informacio

Como quantificar a informacao recebida ao se observar E7?
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Axiomas da informacao

1. Um evento que ocorre com probabilidade 1 n3o fornece informacao.
Se P[E] =1, entdo I(E) = 0.
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Axiomas da informacao

1. Um evento que ocorre com probabilidade 1 n3o fornece informacao.
Se P[E] =1, entdo I(E) = 0.

2. Quanto mais improvavel um evento, maior a informacao recebida ao observa-lo.
Se P[E,| < P[E,], entdo I(E,) > I(E,).

3. A informacao recebida ao observar dois eventos independentes é a soma das suas

informacoes individuais.

A funcao I que satisfaz os trés axiomas € Gnica, a menos de uma constante de escala.
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Informacao de Shannon

Medida de informacao proposta por Shannon:
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Unidades de informacao

A base do logaritmo equivale a constante de escala e determina a unidade da informacao.

Base Unidade
2 bit ou shannon
3 trit
e = 2.7183.. nat
10 digito decimal ou hartley
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Qual a quantidade de informacdo recebida ao se observar que...

1. Caiu cara apds o lancamento de uma moeda honesta? E coroa?
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Qual a quantidade de informacdo recebida ao se observar que...

1.

Caiu cara apoés o lancamento de uma moeda honesta? E coroa?
I(cara) =log2 =1 bit, I(coroa) =log2 =1 bit.
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Qual a quantidade de informacdo recebida ao se observar que...

1.

Caiu cara apoés o lancamento de uma moeda honesta? E coroa?
I(cara) =log2 =1 bit, I(coroa) =log2 =1 bit.

Caiu cara apés o lancamento de uma moeda viciada com P[cara] = %? E coroa? I(cara) =
log4 = 2 bits, I(coroa) =log(4/3) = 0.42 bits.
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I(») = log(1/0.01) = 6.64 bits.  I(®) = log(1/0.80) = 0.32 bits.  I(®) = log(1/0.19) = 2.40 bits.

Uma carta retirada do baralho é de &7 Que é uma dama? Que é a dama de &7
I[(#) =log4d =2 bits, I(Q)=1logl13 =3.7 bits, I(Q#) =logl3 = 5.7 bits.
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6. Os quatro dltimos digitos do niimero de telefone do seu amigo é 56787
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6. Os quatro dltimos digitos do niimero de telefone do seu amigo é 56787
1(5678) = log 10* = 13.28 bits = 4 digitos decimais.

7. O sol nasceu hoje?
Para Laplace, log(1/0.9999) = 0.00014 bits.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Sunrise_problem

Problema das 12 moedas

= [emos 12 moedas:
@ @: @3 @1 @ @ @7 @3 @9 @0 @11 @12

= Sabemos que exatamente uma é falsa (pode ser ou mais leve ou mais pesada).

» Dispomos de uma balanca de bracos:

S

= Como descobrir qual é a moeda falsa (e se é mais leve ou mais pesada) com o menor
nimero de pesagens?
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Problema das 12 moedas

Variavel aleatéria que queremos descobrir: Y € {1*,17,2%,27,...,127,127 }.

Assumindo que Y é uniforme, temos:
I[(Y = y) = log 24 = 4.58 bits = 2.89 trits

para todo y.

Resultado da pesagem i: X, € {L,B,R}.

A cada pesagem i, ganhamos I( X, = z,) de informac3o.

Heuristica: maximizar o pior caso (menor valor possivel de I( X, = x;)).
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Problema das 12 moedas

Fonte: MacKay [1].
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Entropia




Entropia de uma variavel aleatoéria

A entropia é a quantidade de informacido média de uma variavel aleatéria.

Definicao: Seja X uma va discreta com alfabeto X' e pmf p. A entropia de X é dada por

=) p@I(X =z)=) plx )log - )

zeX reX

Observacdo: Como a entropia depende apenas da distribuicdo p, utiliza-se também a notacdo H(X) = H(p).
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Exercicio

Determine a entropia da varidvel aleatéria X, considerando:

(a) X = {@,~,®} e p=[0.80,0.01,0.19].

(b) I:{B,D,E,Iﬂ,,}ep: [%7%7%7%7%’%]'
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Exercicio

Determine a entropia da varidvel aleatéria X, considerando:

(a) X = {@,~,®} e p=[0.80,0.01,0.19].

(b) I:{B,D,E,Iﬂ,,}ep: [%7%7%7%7%’%]'

Resposta:
(a) 0.78 bits.
(b) log(6) = 2.58bits = 1 digito senério.
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Entropia de uma Bernoulli

Seja X ~ Bernoulli(a), isto é, ¥ = {0,1} e p=[1 — o, a.
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1 1 1
H(X) =p(0)log—— 4+ p(1)log—— = = log2 + —log2 = log2 = 1 bit.
X) = pO)log oy TPlos Ly = g2t 3
= Por exemplo, p = [% %]
1 1 1 3 4
H(X) =p(0)log — 4+ p(1)log — = - log4 + - log - = 0.81 bits.
X) = pO)log pgy Tplos g =g losd g loeg

17 / 58



Entropia de uma Bernoulli

Seja X ~ Bernoulli(a), isto é, X' = {0,1} e p=[1 — o, a.

|:

N|—

» Por exemplo, p = [%,

1 1 1 1
H(X) =p(0)log—— 4+ p(1)log—— = = log2 + —log2 = log2 = 1 bit.
X) = pO)log oy TPlos Ly = g2t 3
= Por exemplo, p = [%,ﬂ:
1 1 1 3 4
H(X) =p(0)log — 4+ p(1)log — = - log4 + - log - = 0.81 bits.
X) = pO)log pgy Tplos g =g losd g loeg
= Por exemplo, p = [0, 1]:
H(X) = p(6) log —— + p(1) log —— = 0log = + 1log 1 = 0 bit
= p(0)log —— + p(1)log —— = Olog = og 1 = 0 bits.
p(0) p(1) 0
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Entropia de uma Bernoulli

Seja X ~ Bernoulli(a), isto é, ¥ = {0,1} e p=[1 — o, a.

Generalizando:

H(X) = p(0) og —ox + p(1) log 1

1 1 ge
+ alog — dzfﬁ’-[(a),
o

— (1 —a)l
( a)ogl

onde J{ é chamada de funcao entropia binaria.

v
Q

1/2 1
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Parénteses: 0log(1/0) =0

Fato:
, 1
lim xlog — = 0.
z—0 T
Demonstracao: Temos que
1 log 1
lim z log — = lim ogl/z
x—0 T z—0 1/5[3
—1
= lim /@
z—0 —1/%2
= limz =0,
z—0
onde a segunda igualdade segue da regra de L'Hospital. u
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Propriedades da entropia

1. A entropia é uma funcao cbncava de p.

2. A entropia satistaz

(a) (b)
0 < H(X) < log|X|,

com:
» |gualdade em (a) para X deterministica.
» |gualdade em (b) para X uniforme sobre X.

[desenhos da deterministica e da uniforme|
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Compressao de fonte sem perdas




Fontes de informacao discretas

= Uma fonte discreta é qualquer sequéncia aleatoria X = XX, -+, que assume valores em
um alfabeto finito XX'. Os elementos de X' sdo chamados de letras ou simbolos.
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. Ly L - iid
= Uma fonte discreta X = X, X;--- é dita ser sem memdria (DMS) quando X, ~ p para
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apenas X = (X, p) para representar a DMS.
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= Uma fonte discreta é qualquer sequéncia aleatoria X = XX, -+, que assume valores em
um alfabeto finito XX'. Os elementos de X' sdo chamados de letras ou simbolos.

. Ly L - iid
= Uma fonte discreta X = X, X, - é dita ser sem meméria (DMS) quando X, ~ p para
alguma pmf p sobre Xr'. Nesse caso, removeremos o negrito da notaciao e escreveremos
apenas X = (X, p) para representar a DMS.

Exemplo: Considere a DMS X = (X,p) com X = {a,b,c} e p =1[0.80,0.15,0.05]. Uma
possivel sequéncia amostra dessa fonte poderia ser

X — ababaaaaacaaaaaaaaaacaaabaaccaaaaaaaaaaaaaabaaaaba...
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Fontes de informacao discretas

= Uma fonte discreta é qualquer sequéncia aleatoria X = XX, -+, que assume valores em
um alfabeto finito XX'. Os elementos de X' sdo chamados de letras ou simbolos.
. . , . iid
= Uma fonte discreta X = X, X, - é dita ser sem meméria (DMS) quando X, ~ p para
alguma pmf p sobre XX'. Nesse caso, removeremos o negrito da notacio e escreveremos
apenas X = (X, p) para representar a DMS.

Exemplo: Considere a DMS X = (X,p) com X = {a,b,c} e p =1[0.80,0.15,0.05]. Uma
possivel sequéncia amostra dessa fonte poderia ser

X — ababaaaaacaaaaaaaaaacaaabaaccaaaaaaaaaaaaaabaaaaba...

Observacdo: Ha outros modelos de fontes discretas. Um modelo mais geral, descrito por Shannon em seu artigo
seminal [2], consiste na fonte discreta markoviana. No entanto, nesta disciplina, estudaresmos apenas as fontes
discretas sem memoéria.
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Compressao de fonte

Objetivo: Representar com fidelidade uma fonte de informacao através de uma sequéncia de

bits com a menor taxa possivel.

X

Codificacao

bits

Decodificacao

= Compressdo sem perdas (/ossless): X = X.

= Compress3o com perdas (lossy): X ~ X.

Exemplo: minimizar IP’[X =+ X] ou alguma funcdo de distorcao d(X, X)

Nesta disciplina: Apenas os fundamentos de compressao sem perdas de fontes discretas.
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Notacao

Seja X um conjunto. Define-se:

= Poténcia cartesiana: X" = {z 2.z, | x;, € X}.
Ou seja, X" é o conjunto de todas as sequéncias com elementos em X de comprimento exatamente n.

Exemplo: {a,b, c}? = {aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc}.

= Kleene star: Y*=2°uxtul?u-.-.

Ou seja, X'* é o conjunto de todas as sequéncias finitas com elementos em X,

Exemplo: {a,b,c}* = {¢,a,b, c,aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, ...}

= Kleene plus: XYt =X1UuX?U-..
Ou seja, X'™ é o conjunto de todas as sequéncias finitas n3o-vazias com elementos em X .

Exemplo: {a,b,c}™ = {a,b, c,aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc, aaa, aab, ...}

Notacio: A sequéncia vazia é denotada por €.
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Codigos simbolo-a-simbolo

Definicao: Um cédigo de fonte simbolo-a-simbolo para uma fonte discreta (qualquer)
com alfabeto X é dado por um mapeamento

C:X —{0,1}*.

Exemplo: Os quatro cédigos abaixo sdo todos para uma fonte com X' = {a, b, c,d}.

z Cy () Cy () Cs () Cy (=)
a 00 1 0 0
b 01 01 01 1
c 10 000 011 00
d 11 001 0111 11

Os elementos da imagem de C s3ao chamados de palavras-cédigo.
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Extensao de um cédigo simbolo-a-simbolo

Estende-se o cddigo para qualquer sequéncia x € Xt concatenativamente. Abusando da
notacdo, também chamaremos essa extensdo de C': X'+ — {0, 1}*.

Exemplo: Considere novamente os quatro cédigos abaixo.

L C () Gy () Cs() Cy()
a 00 1 0 0
b 01 01 01 1
C 10 000 011 00
d 11 001 0111 11

Por exemplo, para x = babaca:

= () (x) =010001001000. = (C5(x) = 0100100110,

» (C5(x) =0110110001. » () (x) = 1010000.
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Codigos unicamente decodificaveis

= Um cddigo é dito ser unicamente decodificavel se 0 mapeamento estendido for injetivo:
x #x' = C(x) # C(x'),
para todos x,x’ € X+.
= No exemplo:

» (], G, e (5 sdao unicamente decodificaveis.

» C, nao é unicamente decodificavel.
Por exemplo, Cy(aa) = 00 = C,(c).

» H3a diversos algoritmos para verificar se um dado codigo é unicamente decodificavel.
Talvez o mais famoso deles seja o algoritmo de Sardinas—Patterson (1953).
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Codigos livres-de-prefixo

= Um coédigo é dito ser livre-de-prefixo (ou instantaneo) se nenhuma palavra-cédigo é
prefixo de outra.

= No exemplo:
» () e C, sao livres-de-prefixo.

» C5 e C,; ndo sao livres-de-prefixo.
= Verificar se um codigo é livre-de-prefixo € trivial.

= Decodificar um cédigo livre-de-prefixo também ¢ trivial (e “instantaneo”).
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Diagrama de Venn das classes de cédigos

Fato: Livre-de-prefixo = unicamente decodificavel.

Todos os cédigos

Cédigos unicamente
decodificaveis

Codigos
livres-de-prefixo
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Teoremas de codificacao de fonte




Desigualdade de Kraft—-McMillan

Teorema. Seja /(x) o nimero de bits em C(x), para z € X. Ent3o:

1. (B. McMillan, 1956) Todo cédigo unicamente decodificavel satisfaz

1
> g <t "

el

2. (L. G. Kraft, 1949) Dados comprimentos 4(z) : x € X' que satisfazem (*), é possivel
construir um codigo livre-de-prefixo com tais comprimentos.
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Exercicio

Verdadeiro ou falso?

(a) Nao existe um cédigo com comprimentos 1,2, 3, 3,4 que seja unicamente decodificavel.
(b) N3o existe um cédigo com comprimentos 1,2, 3, 3,4 que seja livre de prefixo.

(c) Todo cédigo com comprimentos 2,2, 3,3,4,4,5 é unicamente de codificavel.

(d) Existe um cédigo com comprimentos 2,2,3,3,4,4,5 que seja livre-de-prefixo.

(e) Existe um cédigo com comprimentos 2,2, 3,3,4,4,5 que seja unicamente decodificavel.
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Exercicio
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(a) Nao existe um cédigo com comprimentos 1,2, 3, 3,4 que seja unicamente decodificavel.
(b) N3o existe um cédigo com comprimentos 1,2, 3, 3,4 que seja livre de prefixo.

(c) Todo cédigo com comprimentos 2,2, 3,3,4,4,5 é unicamente de codificavel.

(d) Existe um cédigo com comprimentos 2,2,3,3,4,4,5 que seja livre-de-prefixo.

(e) Existe um cédigo com comprimentos 2,2, 3,3,4,4,5 que seja unicamente decodificavel.

Resposta:

(a) V. (b) V. (c) F. (d) V. (e) V.
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O supermercado das palavras-cédigo

0000
000
0001
00
0010
001
0 0011
0100
010
0101
01
0110
011
0111
1000
100
1001
10
1010
101
1 1011
1100
110
1101
11
1110
111
1111

Fonte: MacKay [1].
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Comprimento médio de um codigo

O comprimento médio de um cédigo C' em uma DMS X = (X, p) é definido por

((C, X) => px)!

zeX

onde £(x) é o nimero de bits em C(z), para x € X.
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Exercicio

Seja X' = {a,b,c,d}. Considere as seguintes fontes discretas sem memoria:
= X, =(X,p;), com p; =[0.6,0.2,0.1,0.1] e

= X, =(X,py), com p, =[0.3,0.3,0.2,0.2].

Determine o comprimento médio de cada cédigo abaixo em cada DMS.
(a) C; = [00,01,10, 11].

(b) C, =10,10,110,111].
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Exercicio

Seja X' = {a,b,c,d}. Considere as seguintes fontes discretas sem memoria:
= X, =(X,p;), com p; =[0.6,0.2,0.1,0.1] e

= X, =(X,py), com p, =[0.3,0.3,0.2,0.2].

Determine o comprimento médio de cada cédigo abaixo em cada DMS.
(a) C; = [00,01,10, 11].

(b) C, =10,10,110,111].

Resposta:
(a) £(Cy, X,) = 2.0 bits/letra e £(C,, X,) = 2.0 bits/letra.
(b) £(C,, X,) = 1.6 bits/letra e £(C,, X,) = 2.1 bits/letra.
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2558l

Exemplo: DMS X = (X,p) com X = {a,b,c,d} ep

00
01

01

01

000 011 00
0111

10
11

11

001

= 2 bits/letra.

(2) +3(2)

1.75 bits/letra.

(3) +3(3)

1.875 bits/letra.

(3) +3(4)

1.25 bits/letra.

(2) +3(2)
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Teorema da codificacdo de fonte sem perdas de Shannon

Teorema. (C. E. Shannon, 1948) Seja X = (X', p) uma DMS. Ent3o:
1. Todo cédigo unicamente decodificavel tem comprimento médio £(C, X) > H(X).

2. Existe um cédigo livre-de-prefixo com comprimento médio 4(C, X) < H(X) + 1.

Observacdo: A entropia de uma DMS ¢ definida pela entropia da pmf correspondente, isto é, H(X) = H(p).
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O problema do “bit extra” do teorema de Shannon

Exemplo: Considere a DMS X = (X, p) com X = {a,b,c} e p =[0.98,0.01,0.01].

A entropia da fonte é

H(X) = 0.981og(545) + 0.011og(557) + 0.011og(557) = 0.161 bits/letra.

Ja o codigo 6timo (a0, b — 10, c — 11) tem comprimento médio

0(C, X) = 0.98(1) + 0.01(2) 4 0.01(2) = 1.02 bits/letra.

= Comprimir 1000 letras da fonte com o cédigo 6timo resulta em 1020 bits (em média).

= Mas temos esperancas de chegar em 161 bits (em média)!
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Extens3ao de uma DMS

Ideia: Agrupar as letras emitidas pela fonte em “superletras” (bloco de k letras).

%) = (2,2, ..., 7).

Definicao. Seja X = (X',p) uma DMS. A extensao de k-ésima ordem de X, denotada
por X®) tem alfabeto X* e pmf dada por

p(k)<x17 L9 <-e xk:) — HP(%)

Observacdo: Um cédigo para X®) de comprimento médio ¢ equivale a um cédigo para X

de comprimento médio £/k.
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Exercicio

Considere a DMS X = (X,p) com X = {a,b,c} e p=0.98,0.01,0.01].
(a) Determine a entropia de X.
(b) Determine X() isto é, a extensdo de segunda ordem de X.

(c) Determine a entropia de X, em bits/superletra.
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Exercicio

Considere a DMS X = (X,p) com X = {a,b,c} e p=0.98,0.01,0.01].
(a) Determine a entropia de X.
(b) Determine X() isto é, a extensdo de segunda ordem de X.

(c) Determine a entropia de X, em bits/superletra.
Resposta:
(a) H(X) = 0.161 bits/letra.

z(2) aa ab ac ba bb bc ca cb cC
p(2>(x<2)) 0.9604 0.0098 0.0098 0.0098 0.0001 0.0001 0.0098 0.0001 0.0001

(b)

(c) H(X®@) = 0.322 bits/superletra.
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“Solucao” do problema do bit extra

De fato, é possivel provar que

Substituindo H(X ™)) = kH(X) e dividindo por k:

No exemplo, para k = 100, o limite inferior continua H(X) = 0.161 bits/letra, mas o limite
superior diminui para 0.161 + 0.001 = 0.162.

40 / 58



“Solucao” do problema do bit extra

De fato, é possivel provar que

Substituindo H(X ™)) = kH(X) e dividindo por k:

Observacio: O problema do conceito de extensdo de fonte é a complexidade computacional, que cresce exponen-
cialmente com k.
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Cédigo de Huffman

S3o cddigos simbolo-a-simbolo 6timos no sentido de minimizar o comprimento médio. S3o
sempre livres-de-prefixo.

O primeiro passo é ordenar as probabilidades em ordem decrescente.
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Exemplo 1

DMS X = (¥,p) com X = {a,b,c,d} e px = [3, %, 5,3|, com H(X) = 1.75 bits/letra.

co| —

1
(3) + §(3) = 1.75 bits/letra.
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Exemplo 2

DMS com X' ={a,b,c,d,e} e px =[0.4,0.2,0.2,0.1,0.1], com H(X) = 2.122 bits/letra.

¢ =0.4(2) +0.2(2) +0.2(2) + 0.1(3) + 0.1(3) = 2.2 bits/letra.
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Codigos de Lempel-Ziv

Os cadigos de Lempel—Ziv n3o necessitam do modelo probabilistico da fonte, nem assumem
fonte sem memoéria (DMS). De fato, sdo assintoticamente 6timos para fontes ergddicas.

Ideia: Substituir subsequéncias por referéncias a ocorréncias prévias da mesma subsequéncia.
» LZ77 (Ziv & Lempel, 1977): Janela deslizante.
» LZ78 (Ziv & Lempel, 1978): Dicionario explicito.

Ambos os esquemas tém como entrada uma sequéncia de letras de um alfabeto XX e saida
uma sequéncia de letras de um alfabeto 4.

Por simplicidade, assumiremos alfabeto de saida binario: ¥ = {0,1}. A generalizacdo para ¥ qualquer é imediata.
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Codigo de Lempel-Ziv 77

Considera uma janela deslizante sobre a mensagem. Esta janela é dividida em 2 partes:
= Search buffer, de comprimento S, e

» Lookahead buffer, de comprimento L.

Observacdo: O tamanho total da janela é W =S5 + L.

A cada passo do algoritmo, um token no formato (p, ¢, x) é emitido, onde:
= pe[0:S) é o ponteiro do match,

= /€[0: L) é o comprimento do match, e

» x € X éainovacao, que é letra da fonte apds o match.

Ao final de cada passo, avanca-se ¢ + 1 posicoes.

Observacdo: O conteddo inicial do search buffer é arbitrario; aqui, consideraremos “zerado”.
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Exemplo LZ77: Codificacao

= Alfabeto de entrada: X = {_,a,b,c,...,z}, com |[X| = 27.

» Pardmetros da janela: comprimento total W =12, com S =8 e L = 4.

» Mensagem: x = a_asa_da_casa.
N3ao comprimido: 65 bits.

» Tokens: (7,0,a), (6,2,s), (4,2,d), (5,2,¢c), (0,2,a).
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Exemplo LZ77: Decodificacao

= Tokens: (7,0,a), (6,2,s), (4,2,d), (5,2,¢c), (0,2,a).

» Mensagem recuperada: X = a_asa._da_casa.
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LZ77: Conversao tokens < bits

Cada token (p, ¢, z) deve ser convertido em uma sequéncia de bits:

= p€[0:S5): requer [log, S| bits.
No exemplo, S = 8, de modo que p requer 3 bits.

= /€[0:L): requer [log, L] bits.

No exemplo, L = 4, de modo que £ requer 2 bits.

= x € X: requer [log,|X|]| bits.
No exemplo, |X| = 27, de modo que = requer 5 bits.
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Exemplo LZ77: tokens <> bits

= Tokens: (7,0,a), (6,2,s), (4,2,d), (5,2,¢c), (0,2,a).

token (p, 4, x) bits
(7,0,a) (111, 00,00001)
(6,2,5) (110, 10,10011)
(4,2,d) (100, 10,00100)
(5,2, c) (101, 10,00011)
(0,2,a) (000, 10, 00001)

= Bits: y =111 00 00001 110 10 10011 100 10 00100 101 10 00011 000 10 00001.
Comprimido: 50 bits.
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Codigo de Lempel-Ziv 78

Neste algoritmo:
= A mensagem é segmentada em subsequéncias que ainda n3o ocorreram.

= Um dicionario é construido a medida em que os segmentos sao processados.

A cada passo do algoritmo, um token no formato (p, x) é emitido, onde:
= p € N é o ponteiro (indice) do dicionario.
» € X éainovacao, que é letra da fonte apds o match no dicionério.

Observacdo: O dicionario inicia com {0 : €}.
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Exemplo LZ78: Codificacao

= Alfabeto de entrada: X = {_,a,b,c,...,z}, com |[X| = 27.

» Mensagem: x = a_asa_da_casa.

N3ao comprimido: 65 bits.

= Tokens: (0,a), (0,.), (1,s), (1,-), (0,d), (4,c), (3,a).
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Exemplo LZ78: Decodificacao

= Tokens: (0,a), (0,.), (1,s), (1,-), (0,d), (4,c), (3,a).

» Mensagem recuperada: X = a_asa._da_casa.
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LZ78: Conversao tokens < bits

Cada token (p, x) deve ser convertido em uma sequéncia de bits:

= A inovacdo x € X requer [log,|X|| bits.

No exemplo, |X'| = 27, de modo que x requer 5 bits.

= O ponteiro p € N poderia ser representado com um nimero fixo de [log, V| bits, onde
N é o ndmero total de tokens.

No exemplo, N = 7, de modo que p iria requerer 3 bits.

= No entanto, ha uma maneira alternativa: como o ponteiro p do passo ¢ sé assume valores
em [0 : 7), é possivel representa-lo com [log, i| bits.

Isso economiza alguns bits as custas de um tamanho variavel da representacao de cada token.
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Exemplo LZ78: tokens <> bits

= Tokens: (0,a), (0,-), (1,s), (1,-), (0,d), (4,c), (3,a),

i [log, 7] token (p, ¢, x) bits

1 0 (0,a) (,00001)
2 1 (0,.) (0,00000)
3 2 (1,s) (01,10011)
4 2 (1,.) (01,00000)
i 3 (0,d) (000, 00100)
6 3 (4, c) (100,00011)
7 3 (3,a) (011,00001)

» Bits: y = 00001 0 00000 01 10011 01 00000 00O 00100 100 00011 011 00OO1.
Comprimido: 49 bits.
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