
Processos Estocásticos
Revisão: Valor esperado

Prof. Roberto Wanderley da Nóbrega

roberto.nobrega@ifsc.edu.br

PRE029006
ENGENHARIA DE TELECOMUNICAÇÕES

mailto://roberto.nobrega@ifsc.edu.br


Definição



Definição de valor esperado

Definição

O valor esperado de uma VA é dado por

E[X] = ∑
x∈SX

xpX(x). (caso discreto)

E[X] = ∫
∞

−∞
x fX(x)dx. (caso contínuo)

O valor esperado de X também é chamado de média de X. Notação:

µX = E[X].
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Exemplo: Distribuição uniforme discreta

Seja X ∼ Unif({1,2, . . . ,6}).

1 2 4 5
x

pX(x)

1/6

3 6
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Exemplo: Distribuição uniforme discreta

Seja X ∼ Unif({1,2, . . . ,6}).

1 2 4 5
x

pX(x)

1/6

3 6

Seu valor esperado é dado por:

E[X] = ∑
x∈SX

xpX(x) = (1)⋅
1

6
+ (2)⋅

1

6
+⋯ + (6)⋅

1

6
= 3,5.
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Exemplo: Distribuição de Bernoulli

Seja X ∼ Bern(p).

1
x

pX(x)

p

1−p
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Exemplo: Distribuição de Bernoulli

Seja X ∼ Bern(p).

1
x

pX(x)

p

1−p

Seu valor esperado é dado por:

E[X] = ∑
x∈SX

xpX(x) = (0)(1 − p) + (1)p = p.
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Exemplo: Distribuição geométrica

Seja X ∼ Geom(p). (q = 1 − p)

1 2 4 5
x

pX(x)

pq2

pq

p

3

pq3
pq4

· · ·

pX(x) = pqx−1
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1 2 4 5
x

pX(x)

pq2

pq

p

3

pq3
pq4

· · ·

pX(x) = pqx−1

Seu valor esperado é dado por:

E[X] = ∑
x∈SX

xpX(x) =
∞
∑
x=1

xpqx−1
= p

∞
∑
x=1

xqx−1

= p
∞
∑
x=1

d

dq
qx
= p

d

dq

∞
∑
x=1

qx
= p

d

dq

q

1 − q
= p

1

(1 − q)2
= p

1

p2
=
1

p
.
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Exemplo: Distribuição uniforme contínua

Seja X ∼ Unif([a,b]).

b
x

fX(x)

1

b−a

a
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Exemplo: Distribuição uniforme contínua

Seja X ∼ Unif([a,b]).

b
x

fX(x)

1

b−a

a

Seu valor esperado é dado por:

E[X] = ∫
∞

−∞
x fX(x)dx = ∫

b

a
x

1

b − a
dx =

1

b − a
∫

b

a
xdx

=
1

b − a
[
x2

2
]

x=b

x=a
=

b2 − a2

2(b − a)
=
(b + a)(b − a)

2(b − a)
=
a + b

2
.
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Exemplo: Distribuição triangular contínua

Seja X ∼ Triang(left=0, right=a,mode=a).

a
x

fX(x)

2

a
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Exemplo: Distribuição triangular contínua

Seja X ∼ Triang(left=0, right=a,mode=a).

a
x

fX(x)

2

a

Seu valor esperado é dado por:

E[X] = ∫
∞

−∞
x fX(x)dx = ∫

a

0
x
2x

a2
dx =

2

a2 ∫

a

0
x2 dx

=
2

a2
[
x3

3
]

x=a

x=0
=
2a

3
.
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Exemplo: Distribuição exponencial

Seja X ∼ Exp(λ).

x

fX(x)

λ

1/λ

fX(x) = λe−λx u(x)
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Exemplo: Distribuição exponencial

Seja X ∼ Exp(λ).

x

fX(x)

λ

1/λ

fX(x) = λe−λx u(x)

Seu valor esperado é dado por:

E[X] = ∫
∞

−∞
x fX(x)dx = ∫

∞

0
xλ e−λx dx = λ∫

∞

0
x e−λx dx

= λ [−
e−λx(λx + 1)

λ2
]

x=∞

x=0
=
1

λ
.
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Propriedades do valor esperado

1 Valor esperado de uma constante
E[c] = c.

2 Homogeneidade
E[cX] = cE[X].

3 Translação
E[X + c] = E[X] + c.

4 Aditividade
E[X + Y] = E[X] +E[Y].

�
As propriedades 2 e 4 nos dizem que o valor esperado
é um operador linear.
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Nem todas as VAs possuem média

Seja X uma VA discreta com PMF dada por

pX(x) =
c

x2
, x = 1,2, . . . , [c = 6/π2: problema de Basileia]

x
1

pX(x)

2 3 4

c

c/4
c/9 c/16 · · ·
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Nem todas as VAs possuem média

Seja X uma VA contínua com PDF dada por

fX(x) =
1/π

1 + x2
. (Cauchy)

x

fX(x)

1/π

Nesse caso, E[X] é indefinido:

∫

∞

−∞
x fX(x)dx não existe.
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Valor esperado de função de VA



Valor esperado de função de VA: Introdução

Seja Y = g(X).

Em princípio, para calcular E[Y] seria necessário primeiro obter pY ou fY .

No entanto, o teorema fundamental do valor esperado fornece um atalho.

pX ou fX pY ou fY E[Y]
g

[Yates, Cap. 6] definição do
valor esperado

Teorema fundamental do valor esperado
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Valor esperado de função de VA: Introdução

Seja Y = g(X).
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Valor esperado de função de VA: Introdução

Seja Y = g(X).

Em princípio, para calcular E[Y] seria necessário primeiro obter pY ou fY .

No entanto, o teorema fundamental do valor esperado fornece um atalho.

teorema fundamental do valor esperado

pX ou fX pY ou fY E[Y]
g

g

Teorema fundamental do valor esperado

E[g(X)] = ∑
x∈SX

g(x)pX(x). (caso discreto)
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Valor esperado de função de VA: Introdução

Seja Y = g(X).

Em princípio, para calcular E[Y] seria necessário primeiro obter pY ou fY .

No entanto, o teorema fundamental do valor esperado fornece um atalho.

teorema fundamental do valor esperado

pX ou fX pY ou fY E[Y]
g

g

Teorema fundamental do valor esperado

E[g(X)] = ∫
∞

−∞
g(x) fX(x)dx. (caso contínuo)
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Exemplo: Caso discreto

Seja X uma VA discreta com PMF dada pela figura.

−2 −1 1 2

x

pX(x)

1/11

2/11

3/11

Determine E[X2].
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Exemplo: Caso discreto

Solução 1. Seja Y = X2. Etapas: pX → pY → E[Y].

−2 −1 1 2

x

pX(x)

1/11

2/11

3/11

1 2

y

pY(y)

1/11

4/11

6/11

3 4

E[X2
] = E[Y] = (0)⋅

1

11
+ (1)⋅

4

11
+ (4)⋅

6

11
=

28

11
.
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Exemplo: Caso discreto

Solução 2. Usar o teorema fundamental do valor esperado.

−2 −1 1 2

x

pX(x)

1/11

2/11

3/11

E[X2
] = ∑

x∈SX

x2 pX(x)

= (−2)2 ⋅
3

11
+ (−1)2 ⋅

2

11
+ (0)2 ⋅

1

11
+ (1)2 ⋅

2

11
+ (2)2 ⋅

3

11
=

28

11
.

Revisão: Valor esperado – Valor esperado de função de VA 11/21



Exemplo: Caso discreto
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Exemplo: Caso contínuo

Seja X uma VA contínua distribuída uniformemente no intervalo [0,1].

1
x

fX(x)

1

Determine E[X2].

� X2 é um exemplo de VA com distribuição beta.
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 1. Seja Y = X2. Etapas: fX → FY → fY → E[Y].
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 1. Seja Y = X2. Etapas: fX → FY → fY → E[Y].

1
x

fX(x)

1

Caso y < 0:

FY(y) = Pr[Y ≤ y] = 0.

Caso y > 1:

FY(y) = Pr[Y ≤ y] = 1.
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 1. Seja Y = X2. Etapas: fX → FY → fY → E[Y].

1
x

fX(x)

1

−
√
y +

√
y

Caso 0 ≤ y ≤ 1:

FY(y) = Pr[Y ≤ y] = Pr[X
2
≤ y]

= Pr[−
√
y ≤ X ≤

√
y] = ∫

0

−√y
0dx + ∫

√
y

0
1dx =

√
y.
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 1. Seja Y = X2. Etapas: fX → FY → fY → E[Y].

1
y

FY(y)

1

Sumário:

FY(y) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, y < 0,
√
y, 0 ≤ y ≤ 1,

1, y > 1.
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 1. Seja Y = X2. Etapas: fX → FY → fY → E[Y].

1
y

FY(y)

1

FY(y) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, y < 0,
√
y, 0 ≤ y ≤ 1,

1, y > 1.

1
y

fY(y)

1/2

fY(y) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1

2
√
y
, 0 ≤ y ≤ 1,

0, c.c.
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 1. Seja Y = X2. Etapas: fX → FY → fY → E[Y] .

1
y

fY(y)

1/2

fY(y) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1

2
√
y
, 0 ≤ y ≤ 1,

0, c.c.

E[X2
] = E[Y] = ∫

∞

−∞
yfY(y)dy = ∫

1

0
y

1

2
√
y
dy

=
1

2
∫

1

0
y1/2 dy =

1

2
[
y3/2

3/2
]

y=1

y=0
=
1

3
.
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 2. Usar o teorema fundamental do valor esperado.

E[X2
] = ∫

∞

−∞
x2 fX(x)dx = ∫

1

0
x2 ⋅ 1dx = [

x3

3
]

x=1

x=0
=
1

3
.
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Exemplo: Caso contínuo

Solução 2. Usar o teorema fundamental do valor esperado.

1
x

fX(x)

1

E[X2
] = ∫

∞

−∞
x2 fX(x)dx = ∫

1

0
x2 ⋅ 1dx = [

x3

3
]

x=1

x=0
=
1

3
.
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Exemplo: Compressão de fonte sem perdas

Considere a seguinte “fonte de informação”, modelada pela VA X:
x a b c d e f g h

pX(x) 0,3 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,05 0,05

� X é uma VA “categórica”, e não uma VA real.

x

pX(x)

0,30

a

0,20

0,10
0,05

b c d e f g h

Um codificador “ingênuo” utilizaria 3 bits para cada letra da fonte.
x a b c d e f g h

Enc(x) 000 001 010 011 100 101 110 111

Nesse caso, qual é o comprimento médio da representação binária das
letras da fonte?
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Exemplo: Compressão de fonte sem perdas

Seja ℓ ∶ SX → N a função que retorna o comprimento da representação
binária de cada letra da fonte.

x a b c d e f g h

pX(x) 0,3 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,05 0,05

Enc(x) 01 000 111 110 101 100 0011 0010

ℓ(x) 2 3 3 3 3 3 4 4

Pelo teorema fundamental do valor esperado:

E[ℓ(X)] = ∑
x∈SX

ℓ(x)pX(x)

= ℓ(a)pX(a) + ℓ(b)pX(b) +⋯ + ℓ(h)pX(h)

= 2 ⋅ 0,3 + 3 ⋅ 0,2 + ⋯ + 4 ⋅ 0,05

= 2,8 bits.
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Variância e desvio padrão

Definição

A variância de uma variável aleatória X é dada por

σ2
X = var[X] = E[(X − µX)

2
].

O desvio padrão de X é dado por

σX =
√
var[X].

� A variância é uma medida de dispersão ao redor da média.
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Fórmula alternativa para a variância

Teorema

var[X] = E[X2
] −E[X]2.

Demonstração:

var[X] = E[(X − µX)
2
]

= E[X2
− 2XµX + µ

2
X]

= E[X2
] − 2 E[X]

²
µX

µX +E[µ
2
X]

´¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¶
µ2

X

= E[X2
] − 2µ2

X + µ
2
X

= E[X2
] − µ2

X.
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Exemplo: Distribuição uniforme discreta

Seja X ∼ Unif({1,2, . . . ,6}).

1 2 4 5
x

pX(x)

1/6

3 6

Já foi visto que E[X] = 3,5 = 7/2.

E[X2
] = ∑

x∈SX

x2 pX(x) = (1)
2
⋅
1

6
+ (2)2 ⋅

1

6
+⋯ + (6)2 ⋅

1

6
=

91

6
.

var[X] = E[X2
] −E[X]2 =

91

6
−
49

4
=

35

12
.
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Exemplo: Distribuição uniforme contínua

Seja X ∼ Unif([a,b]).

b
x

fX(x)

1

b−a

a
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Exemplo: Distribuição uniforme contínua

Seja X ∼ Unif([a,b]).

b
x

fX(x)

1

b−a

a

Já foi visto que
E[X] =

a + b

2
.
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Exemplo: Distribuição uniforme contínua

Seja X ∼ Unif([a,b]).

b
x

fX(x)

1

b−a

a

Além disso,

E[X2
] = ∫

∞

−∞

x2 fX(x)dx = ∫
b

a
x2

1

b − a
dx =

1

b − a
∫

b

a
x2 dx

=
1

b − a
[
x3

3
]

x=b

x=a

=
b3 − a3

3(b − a)
=
(b − a)(a2 + ab + b2)

3(b − a)
=
a2 + ab + b2

3
.
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Exemplo: Distribuição uniforme contínua

Seja X ∼ Unif([a,b]).

b
x

fX(x)

1

b−a

a

Portanto,

var[X] = E[X2
] −E[X]2 =

a2 + ab + b2

3
−
a2 + 2ab + b2

4
=
(b − a)2

12
.
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Exemplo: Ruído de quantização

Uma suposição bastante comum na teoria de quantizadores uniformes é
considerar que o ruído de quantização seja uma VA Q com PDF

fQ(q) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

1

∆
, −

∆

2
≤ q ≤

∆

2
,

0, c.c.,

+∆/2

q

1/∆

fQ(q)

−∆/2

onde ∆ é a distância entre os níveis de quantização.

Portanto, a variância do ruído de quantização é dada por σ2
Q = ∆

2/12;
esse resultado é útil para calcular a razão sinal–ruído de quantização.
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Propriedades da variância

1 Nunca negativa
var[X] ≥ 0.

2 Variância de uma constante
var[c] = 0.

3 Multiplicação por constante
var[cX] = c2 var[X].

4 Translação
var[X + c] = var[X].

5 Variância da soma
var[X + Y] = var[X] + var[Y] + ????.
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Média e variância de transformação linear afim

Teorema
Seja X uma VA e seja

Y = aX + b,

onde a,b ∈ R são constantes. Então,

µY = aµX + b,

σ2
Y = a

2σ2
X.
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