Processos Estocasticos

Variaveis aleatorias mistas

Prof. Roberto Wanderley da Nobrega

roberto.nobrega@ifsc.edu.br

PRE029006 INSTITUTO
ENGENHARIA DE TELECOMUNICAGOES FEDERAL
Santa Catarina

Campus
Sao José


mailto://roberto.nobrega@ifsc.edu.br

Funcao impulso




Fungao impulso: Definigao

A fungao impulso unitario ou fungao delta de Dirac
é definida como

d(x) = lii% de(x),

onde
1 €
de(x)={e” 2
0, caso contrario,

€
SXSz,

P.A.M. Dirac

€ um retangulo centrado na origem de largura € e
(1902-1984)

altura 1/e.
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Paul_Dirac,_1933.jpg

Funcao impulso: llustragao
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Funcao impulso: llustragao
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Funcao impulso: llustragao
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Funcao impulso: Propriedades

[:6(x)dx = foo+6(x)dx =1
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Funcao impulso: Propriedades

[:6(x)dx = foo+6(x)dx =1
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Funcao impulso: Propriedades

j:ooé(x)dx = foo+6(x)dx =1
[ s - {o, #<0

1, x>0,
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\/
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Funcao impulso: Propriedades

[:6(x)dx = foo+6(x)dx =1

[Tawyav = 1% <0 =y
—oo 1, x>0,

d(x) u(x)

\/
x
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x
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Funcao impulso: Propriedades

[:6(x)dx = foo+6(x)dx =1

[Tawyav = 1% <0 =y
—oo 1, x>0,

d—i a(x) = 1’ (x) = 5(x)

d(x)
{1 I

\/
x
\/
x
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Funcao impulso: Propriedades

Generalizando:

g(x) g9'(x) = ed(x —xo)

\J
x
\J
x
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Funcao impulso: Propriedades

Generalizando:

g(x) g9'(x) = ed(x —xo)

N !

X0

\J
x

\J
x

A derivada de uma descontinuidade de salto ¢ é um
impulso de area c.
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PDF para VAs discretas

E possivel atribuir PDFs a VAs discretas utilizando a fungdo impulso.
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PDF para VAs discretas

E possivel atribuir PDFs a VAs discretas utilizando a fungdo impulso.

Seja X ~ Unif({1,2,...,6}). Determine a PDF de X.
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PDF para VAs discretas

E possivel atribuir PDFs a VAs discretas utilizando a fungdo impulso.

Seja X ~ Unif({1,2,...,6}). Determine a PDF de X.

Ja conhecemos a PMF e a CDF de X:

px(x)

A=
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PDF para VAs discretas

E possivel atribuir PDFs a VAs discretas utilizando a fungdo impulso.

Seja X ~ Unif({1,2,...,6}). Determine a PDF de X.

Sabendo que fx(x) = F5 (x), obtemos a PDF de X:
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PDF para VAs discretas

E possivel atribuir PDFs a VAs discretas utilizando a fungdo impulso.

Seja X ~ Unif({1,2,...,6}). Determine a PDF de X.

Algebricamente:

fx(x) = £8(x = 1) + £8(x = 2) + -+ £5(x ~ 6)
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PDF para VAs discretas

E possivel atribuir PDFs a VAs discretas utilizando a fungdo impulso.

Seja X ~ Unif({1,2,...,6}). Determine a PDF de X.

Algebricamente:
fx(x) = 1gZS(x— 1)+ %5()( -2)+-+ %6(76— 6)
De modo geral:

()= Y px(Ws(x—w)

ueSx
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PDF para VAs discretas

E possivel atribuir PDFs a VAs discretas utilizando a fungdo impulso.

Seja X ~ Unif({1,2,...,6}). Determine a PDF de X.
Algebricamente:

fx(x) = %é(x— 1)+ %5()( -2)+-+ %é(x— 6)
De modo geral:

()= Y px(Ws(x—w)

ueSx

Basta substituir massas por impulsos.
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PDF para VAs discretas

Seja X = xp, onde x( € R é uma constante (i.e., X é uma variavel aleatéria
deterministica). Determine a PDF de X.

Variaveis aleatérias mistas — PDF para VAs discretas



PDF para VAs discretas

Seja X = xp, onde x( € R é uma constante (i.e., X é uma variavel aleatéria
deterministica). Determine a PDF de X.
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PDF para VAs discretas

Seja X = xp, onde x( € R é uma constante (i.e., X é uma variavel aleatéria
deterministica). Determine a PDF de X.

fx(x) = 8(x = x0)
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Variaveis aleatérias mistas: Defini¢cao

Uma variavel aleatéria mista € uma VA que possui parte discreta e parte
continua.
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Variaveis aleatérias mistas: Defini¢cao

Uma variavel aleatéria mista € uma VA que possui parte discreta e parte
continua.

7 A PDF de uma VA mista possui tanto impulsos quanto
= trechos de densidade finita.
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Variaveis aleatérias mistas: Defini¢cao

Uma variavel aleatéria mista € uma VA que possui parte discreta e parte
continua.

A PDF de uma VA mista possui tanto impulsos quanto
trechos de densidade finita.

A CDF de uma VA mista possui tanto descontinuidades
quanto trechos continuos estritamente crescentes.
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Variaveis aleatérias mistas: Exemplo

Seja U ~ Unif([0,4]). Seja X uma VA definida da seguinte maneira:
m Se U <1, entdo X ~ Unif ([0, 2]).

m Caso contrario, entdo X ~ Bern(2/3).

Determine a PDF, a CDF e o valor esperado de X.

Intuigao:

u 334 378

312 3.30

0.43 3.27

3.37

3.65

172 227

1.49

0.33

272

1.91

1.45 0.85

114

0.10

X 1.00 0.00

0.00 1.00

0.83 0.00

1.00

1.00

1.00 0.00

1.00

1.37

1.00

1.00

1.00 1.04

1.00

1.38
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Variaveis aleatérias mistas: Exemplo

Seja U ~ Unif([0,4]). Seja X uma VA definida da seguinte maneira:
m Se U <1, entdo X ~ Unif ([0, 2]).
m Caso contrario, entdo X ~ Bern(2/3).

Determine a PDF, a CDF e o valor esperado de X.

fu(u)
A
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Variaveis aleatérias mistas: Exemplo

Seja U ~ Unif([0,4]). Seja X uma VA definida da seguinte maneira:
m Se U <1, entdo X ~ Unif ([0, 2]).
m Caso contrario, entdo X ~ Bern(2/3).

Determine a PDF, a CDF e o valor esperado de X.

fu(u)
A
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Variaveis aleatérias mistas: Exemplo

Seja U ~ Unif([0,4]). Seja X uma VA definida da seguinte maneira:
m Se U <1, entdo X ~ Unif ([0, 2]).
m Caso contrario, entdo X ~ Bern(2/3).

Determine a PDF, a CDF e o valor esperado de X.

PDF:

Pelo teorema da probabilidade total:

fx(x) =fx(x |U<T)PriU<T] + fx(x|U>T)Pr[U>1]
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Variaveis aleatérias mistas: Exemplo

Seja U ~ Unif([0,4]). Seja X uma VA definida da seguinte maneira:
m Se U <1, entdo X ~ Unif ([0, 2]).
m Caso contrario, entdo X ~ Bern(2/3).

Determine a PDF, a CDF e o valor esperado de X.

PDF:

Pelo teorema da probabilidade total:

fx(x)=fx(x |U<T)Pr{U<T] + fx(x|U>T1)Pr[U>T]

~Unif([0,2]) % ~Bern(2/3) %
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

fx(X)fo(X“lS])PI‘[US]] + fx(X|u>])Pl"[u>1:|

~Unif([0,2]) % ~Bern(2/3) %
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

fx(X)fo(X“lS])PI‘[US]] + fx(X|u>])Pl"[u>1:|

~Unif([0,2]) % ~Bern(2/3) %
fx(X|u<1) fx(X|u>1)
A
2
1 3
2 1
3
1 > X ! > X
1 2 1
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

fx(X)fo(X“lS])PI‘[US]] + fx(X|u>])Pl"[u>1:|

~Unif([0,2]) % ~Bern(2/3) %
fx(X|u<1) fx(X|u>1)
A \ 5
=z b =B
AN E !
1 = 7
: o T e
| > X ‘ > X
1 2 ‘ 1
70<x <2 18(x) + 28(x— 1)
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

fx(X)fo(X“lS])PI‘[US]] + fx(X|u>])Pl"[u>1:|

~Unif([0,2]) % ~Bern(2/3) %

fx(x) = 30 <x<2]x § + (380x) + 38(x - 1)) x 3
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

fx(X)fo(X“lS])PI‘[US]] + fx(X|u>])Pl"[u>1:|

~Unif([0,2]) % ~Bern(2/3) %

fx(x) = 30 <x<2]x § + (380x) + 38(x - 1)) x 3

fx(x):%[OSXSZ] + 18(x) + %6(x—1)
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

fx(X)fo(X“lS])PI‘[US]] + fx(X|u>])Pl"[u>1:|

~Unif([0,2]) % ~Bern(2/3) %

fx(x) = 30 <x<2]x § + (380x) + 38(x - 1)) x 3

fx(x):%[OSXSZ] + 18(x) + %6(x—1)

fx(x)
4

N[—=

=

Oo|—

Varidveis aleatérias mistas — Variaveis aleatérias mistas



Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo
CDF:

Fx(x) =Pr[X<x] = fx+ fx(u)du
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

CDF:

Blm

Oo|—

Caso x < 0:

Fx(x) = /:;Odu

N——
0

Varidveis aleatérias mistas — Variaveis aleatérias mistas



Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

CDF:
fx(u)
A2

1

4
1
8

> U
x=0 1 2
Casox =0:

0~ o*
FX(X)z[deu+fo— J—‘S(u)du
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

CDF:

N

Oo|—

% +
—_
N

Caso0<x<1:

0~ o* x
1 1
FX(X)z[deu+fo— Z&(u)du+/o+§du

[ —
0

X

ool—

1
3
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

CDF:
fx(u)
&2
1
4
1
8
> U
2
Casox=1:

0~ o, =5 ™y
Fx(x)=f_°°0du+fo_ 4—5(u)du+/o+ gdu+f]_ 30(u~-1)du

—_— e —— ——
0 1

1 1 1
4 3 2
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

CDF:

N

Oo|—

Caso1<x<2:

0~ o, =5 0 5 X
Fx(x)=f_°°0du+fo_ 4—5(u)du+/o+ gdu+f]_ Eé(u—])du+/]+§du

S— S—
1
8

0

|

1 1
2 A
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

CDF:

N

Oo|—

Caso x > 2:

0~ o, =5 A 25 x
FX(X):f_deu+fo— Zé(u)du+fo+ gdu+f]_ zé(u—])du+/1-+§du+/2 0du

—_— e———
0

0| —=

1
2

ENE.
o|—=
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Sumario:

o

x <0
x=0
O<x<1

+
Co|—
Re

Fx(x) = 1

(x=1), T<x<2
x>2

+

Co|—

RN A= A=
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Sumario:
0, x<0
s x=0 0, x<0
F () = T Ex, 0<x<1 |++1x, 0<x<1
X z x=1 i+ a(x-1), T<x<2
Zrg(x-1), 1<x<2 1, 2<x
1, x>2
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Sumario:
0, x<0
s x=0 0, x<0
Fr(x) = T Ex, 0<x<1 |++1x, 0<x<1
X z x=1 i+ a(x-1), T<x<2
Zrg(x-1), 1<x<2 1, 2<x
1, x>2
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

fx(x)
A

N[=

Bl=

Oo|—
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 1: Pela definicao do valor esperado:

IS

Co|—

E[X] = [:xfx(x) dx

0+ 1- 1+ 2
:/of X%é(x)dx +/(;+ x%dx +/; x%é(x—])dx +f1+x1gdx
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 1: Pela definicao do valor esperado:

E[X o 1 " ]d " 16 1)d o 1
) 3 f 8 / 2 [ 3¢
[ ] ‘/07 ‘(4 (X)(X-l' 0+X8 X + . XZ (X ) X + ]+X8(X
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 1: Pela definicao do valor esperado:

E[X O+]b 1 17]d " 15 1)d 211
[]—f Xy (x)(x+/(;+x§ x+/17x§ (x-1) x+[]+x§(x

LA 21
f O b(x)der/x dx+/]7 126(x—1)dx+f] ngx
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 1: Pela definicao do valor esperado:

E[X . 1 " ]d " 15 1)d 211
= b —_ —_ —_ —
[X] fx4 <X>(X+/0+X8 x+/17x2 (x )X+/1+X8(X

LA 21
f O b(x)der/x dx+/]7 176(x—1)dx+f] ngx

2 1+ 27x=2

_of )d f x-1)d
(x+[ ] . *5 )x+{]6]
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 1: Pela definicao do valor esperado:

E[X O+]b 1 17]d " 15 1)d 211
[]—f Xy (x)(x+/0+xg x+/17x§ (x-1) x+/]+x§(x

1 21
f O b(x)der/x dx+/] 126(x—1)dx+f] ngx

2 9x=2

2 x=1 +
1 ! X
—Of (1x+[6] +§/]7 6(x—1)dx+[]6]

1 0 1 4 1 3
=O-1+[———]+7-1+[—77] - =
16 161 2 16 16 4

x=1
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 2: Pelo teorema da probabilidade total:

fx(x |U<T) fx(x [U>1)
A
2
1 3
2 1
3
1 > X ! > X
1 2 ‘ 1

E[X]=E[X|U<1]Pr[U<1] + E[X|U>1]Pr[U> 1]

Varidveis aleatérias mistas — Variaveis aleatérias mistas




Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 2: Pelo teorema da probabilidade total:

fx(x [ U<T) fx(x [ U>T)
A

WIN

N[=
W=

E[X]=E[X|U<1]Pr[U<1] + E[X|U>1]Pr[U>1]
1

ISEA
WwIN
Alw
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Variaveis aleatdrias mistas: Exemplo

Valor esperado: Solucao 2: Pelo teorema da probabilidade total:
fx(x U< T)

fx(x[U>T)
A

WIN

N[=

SME)

E[X]=E[X|U<1]Pr[U<1] + E[X|U>1]Pr[U>1]
1

3
4

ISEA
WwIN
Alw
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