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Valor esperado de funcao de duas VAs



Valor esperado de fungao de duas VAs

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

Seja g : R - R uma funcdo real de duas variaveis reais.

Teorema

E[g(X,V)] =2 9(x,y)px,v(x,y) (caso discreto)
x4
Elox]= [ [T u)fxy(xy)dxdy  (casogeral
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Valor esperado de fungao de duas VAs

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

Seja g : R - R uma funcdo real de duas variaveis reais.

Teorema

E[g(X,V)] =2 9(x,y)px,v(x,y) (caso discreto)
x4
Elox]= [ [T u)fxy(xy)dxdy  (casogeral

Esse resultado sera necessario no decorrer desta aula.
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Covariancia




Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.
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Definicao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

A covariancia de X e Y é definida por

cov[X, Y] = E[(X = ux)(Y - uy)].
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Definicao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

A covariancia de X e Y é definida por

cov[X, Y] = E[(X = ux)(Y - uy)].

A covariancia é uma medida de dependéncia linear.
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Férmula alternativa para a covariancia

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

cov[X, Y] = E[XY] - E[X] E[Y].
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Férmula alternativa para a covariancia

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

cov[X, Y] = E[XY] - E[X] E[Y].

Demonstragao:

cov[X,Y] = E[(X-px)(Y - ny)]
= E[XY - Xuy — puxY + uxpy]
= E[XY] - E[X]uy - px E[Y] + E[uxpy]
= E[XY] -E[X]E[Y] - wxpv + uxsy
- E[XY]-E[X]E[Y]. O
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Propriedades

Simetria

cov[X, Y] = cov[Y,X].
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Propriedades

Simetria

cov[X, Y] = cov[Y,X].

Covariancia de uma VA com si mesma
cov[X, X] = var[X].
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Propriedades

Simetria

cov[X, Y] = cov[Y,X].
Covariancia de uma VA com si mesma

cov[X, X] = var[X].

Faixa de valores (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
—/var[X]var[Y] < cov[X,Y] < y/var[X] var[Y].

Pode assumir valor negativo, positivo, ou zero.
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Propriedades

Simetria

cov[X, Y] = cov[Y,X].

Covariancia de uma VA com si mesma
cov[X, X] = var[X].

Faixa de valores (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
—/var[X]var[Y] < cov[X,Y] < y/var[X] var[Y].

Pode assumir valor negativo, positivo, ou zero.

Variancia da soma

var[X + Y] = var[X] + var[Y] + 2 cov[ X, Y].
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Coeficiente de Pearson




Definicao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

0 coeficiente de Pearson de X e Y é definido por

cov[X,Y]  cov[X,Y]

Px,y =
var[X] var[Y] D%

definido apenas quando var[X] > 0 e var[Y] > 0.
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Definicao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

0 coeficiente de Pearson de X e Y é definido por

cov[X,Y]  cov[X,Y]

Px,y =
var[X] var[Y] D%

definido apenas quando var[X] > 0 e var[Y] > 0.

O coeficiente de Pearson é a covariancia normalizada.
Também é uma medida da dependéncia linear.
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Propriedades

Faixa de valores (segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz.)
-1<pxy<]

Contraste com a covariancia, que pode assumir qualquer valor real.
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Propriedades

Faixa de valores (segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz.)
-1<pxy<]

Contraste com a covariancia, que pode assumir qualquer valor real.

Dependéncia completamente linear

pxy=+1 <= Y=aX+b, coma>0.
pxy=-1 <= Y=aX+b, coma<0.
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Propriedades

Faixa de valores (segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz.)
-1<pxy<]

Contraste com a covariancia, que pode assumir qualquer valor real.

Dependéncia completamente linear

pxy=+1 <= Y=aX+b, coma>0.
pxy=-1 <= Y=aX+b, coma<0.

Invariancia a mudancgas de escala e translagoes

SeX'=a1X+byeY' =aY+by entdo pxy = px/,y-
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llustragcao

Modulo. O quanto X e Y satisfazem “Y = aX +b”.

Sinal. (+) X e Y crescem/decrescem juntos.
(-) Quando um cresce o outro decresce.

AY AY o AY
00 o °
° -.‘.o ° e® o ° .. * ..3‘
® &% o % ° ° '.o::.
.o.o‘: . ° . .:.-
o..-..-. LI I ::.-
.oo"o\ .. ® eee 0, %
. °
..... o .. °
L]
> X > X > X
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llustragcao

Modulo. O quanto X e Y satisfazem “Y = aX +b”.

Sinal. (+) X e Y crescem/decrescem juntos.
(-) Quando um cresce o outro decresce.

AY AY o AY
00 o °
° -.‘.o ° e® o ° ... ..3‘
°ac° o o ©° o ..'.:.
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llustragcao
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llustragcao

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Correlation_examples2.svg
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Correlation_examples2.svg

Exemplo 1

Considere um dado cubico honesto cujas seis faces estao pintadas
conforme a seguir:

DHOO U

Considere o experimento probabilistico que consiste em rolar tal dado e
depois lan¢car uma moeda honesta o numero de vezes mostrado no
dado. Sejam:

m X =resultado do dado.
B Y = numero de coroas obtidas.
Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.
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Exemplo 1

D Mi Mz M3 X Y Pr
© © 1 0 1/6
CJ % 1T 1 1/6
J © © 2 0 112
(I © W 2 1 1/12
7 w O 2 1 1/12
7 W Wy 2 2 1/12
&) © © © 3.0 1/24
1] © © W 31 1/24
] © Ww © 31 1/24
5] © W W 3 2 1/24
] w O © 301 1/24
(] w O W 3 2 1/24
1] w W © 3 2 1/24
5] W oW W 3 3 1/24
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Exemplo 1

Px,y (%, Y)
y=0 y=1 y=2 y=3|px(x)
X = 1/6 1/6 0 0 1/3
x=2 | 112 2/12 112 0 1/3
x=3 | 1/24 3/24 3/24 1/24 | 13
py(y) | 7/24 11/24 5/24 124 | 1
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Exemplo 1

Px,y (%, Y)
y=0 y=1 y=2 y=3|px(x)
x=1|1/6 1/6 0 1/3
x=2 | 112 2/12 112 0 1/3
x=3 | 1/24 3/24 3/24 1/24 | 13
py(y) | 7/24 11/24 5/24 124 | 1

o

EX] = (M3+@)3+B)3 =2
E[Y] = 0) 5+ (N +@) 5 +B)zg =1
E[XY] = (M(©O)g+(M(Mg+-+3)B) 5 = 7/3
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Exemplo 1

px,y(x,Y)
y=0 y=1 y=2 y=3|px(x)
x=1|1/6 1/6 0 1/3
x=2 | 112 2/12 112 0 1/3
x=3 | 1/24 3/24 3/24 1/24 | 13
py(y) | 7/24 11/24 5/24 124 | 1

o

EX] = (M3+@)3+B)3 =2

E[Y] = 0) 5+ (N +@) 5 +B)zg =1

E[XY] = (M(©O)g+(M(Mg+-+3)B) 5 = 7/3
cov[X,Y] = E[XY]- E[X] E[Y] = 1/3

—— ————
7/3 2 1
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Exemplo 1

px,y(x,Y)
y=0 y=1 y=2 y=3|px(x)
x=1|1/6 1/6 0 1/3
x=2 | 112 2/12 112 0 1/3
x=3 | 1/24 3/24 3/24 1/24 | 13
py(y) | 7/24 11/24 5/24 124 | 1

o

E[X?] = (12 3+ (22 +(3)*] = 14/3
var[X] = E[X?]-E[X]? = 14/3-2% = 2/3

E[Y’] = (05 +(1)* 5% +@*Z+(B) % = 5/3
var[Y] = E[Yz]— E[Y]? = 5/3—12 =2/3
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Exemplo 1

pX7Y(Xay)
y=0 y=1 y=2 y=3 | px(x)
X = 1/6 1/6 0 0 1/3

x=2 | 112 212 112 0 1/3
x=3 | 1/24 3/24 3/24 124 | 1/3
py(y) | 7/24 11/24 5/24 1/24 1

cov[X,Y] 1/3 1
Px,y = _

T alXvarlY]  @2B)-2B) 2
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Exemplo 2

Uma régua de comprimento unitario € quebrada em um ponto aleatorio.
0 pedaco da esquerda é novamente quebrado. Seja X a variavel aleatoria
que define, a partir da extremidade esquerda da régua, o ponto em que a
régua é quebrada pela primeira vez e Y a variavel aleatéria que define o
segundo ponto de quebra.

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.
B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.

Temos:
X ~ Unif([0,1])
Y| X=x ~ Unif([0,x])
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.

Temos:
X ~ Unif([0,1])
Y| X=x ~ Unif([0,x])

Portanto:
fx,y(x,y) = fx(x) fy(y [ X=x)
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.
Temos:

X ~ Unif([0,1])
Y| X=x ~ Unif([0,x])

Portanto:

fxy(x,y) = fx(x) fy(y | X=x)

1[0Sx§1]-3—<[0£y§x]
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.

Temos:

X ~ Unif([0,1])
Y| X=x ~ Unif([0,x])

Portanto:
fx(x) fy(y [ X =x)

1[0Sx§1]-3—<[0£y§x]

fX,Y(X7y)

1
—[0<y<x<1
X[_y_x_]
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.

1
fxy(x,y)=-[0<y<x<1]
X
y
A

y
®
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.

1
fxy(x,y)=-[0<y<x<l]
X Ll
Y
A

Y
®
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.

1
fxy(x,y)=—[0<y <x<1]
X —
Yy
A
» X
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Exemplo 2

B Determine a PDF conjuntade X eY.

1
fxv(oy) = —[0<y<x <]
y
A
> X
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Exemplo 2

Bl Determine a PDF conjuntade X e Y.

1
fxy(oy) = —[0<y <x<T]

Yy
A
L :
1/x |
— L
1
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y]

X=00 y=00
K BIXI- [ [ by dydx
L R 1
1/% ]
- x
1
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y]
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y]
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y]
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y]
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y]
T Tz 1
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = E[XY] - E[X] E[Y]
N—_—— —— ——
1/6 1/2 1/4

X=00 y=00
fy Xy fx,v(x,y)dy dx

—00 — 00
=X

y=
f Xy — dy dx

X

x\,h%x\,

| y=

E x:1[y=x dud

| = yyX
1/x | y=0

1 =~ 2% ¢
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

cov[X,Y] = B[XY] - E[X] E[Y] = 21—4
N—_—— —— ——
1/6 1/2 1/4

X=00 Yy=00
E[XY] = f f xy fx v(x,y)dydx
x=1 y=x
: f f Xy — dydx
| f [y il
| X
1/x: x= y=0 I

x=1 Xz 1
1 - [, TG
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

_ cov[X,Y] _ 1/24 _
Vvar[X]var[Y]  +/(1/12)-( )

PX,Y
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

_ cov[X,Y] _ 1/24 _
Vvar[X]var[Y]  \/(1/12)-(7/144)

PX,Y
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Exemplo 2

B Determine a covariancia e o coeficiente de Pearson entre X e Y.

_cov[X)Y] 1/24 _ V2
Vvar[X]var[Y]  +/(1/12)-(7/144) 7

PX,Y
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Descorrelagao




Descorrelagao: Definigao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

Relembrando. ..

X e Y sédo independentes — fx y = fx fy
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Descorrelagao: Definigao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

Relembrando. ..

X e Y sédo independentes — fx y = fx fy

X e Y sdo descorrelacionadas <— E[XY] = E[X]E[Y]
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Descorrelagao: Definigao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

Relembrando. ..

X e Y sédo independentes — fx y = fx fy

X e Y sdo descorrelacionadas <— E[XY] = E[X]E[Y]
<~ cov[X,Y]=0
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Descorrelagao: Definigao

Sejam X e Y duas VAs definidas no mesmo experimento probabilistico.

Relembrando. ..

X e Y sédo independentes — fx y = fx fy

X e Y sdo descorrelacionadas <— E[XY] = E[X]E[Y]
<~ cov[X,Y]=0
< var[X + Y] = var[X] + var[Y]
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Independéncia x Descorrelagao

X eYindependentes == X e Y descorrelacionadas
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Independéncia x Descorrelagao

X eYindependentes == X e Y descorrelacionadas

Demonstragao: Se X e Y sdo independentes, entdo

E[XY] =[m_[ooxyfx,v(x»y)d7<dy
Z[oo ]:Oo xy fx(x) fy(y) dxdy

=[:xfx(x)dx [:yfy(y)dy=E[X]E[Y]. O
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Independéncia x Descorrelagao

X eYindependentes == X e Y descorrelacionadas

...Mmas a reciproca é falsal!

@) Descorrelagao nao implica independéncia.
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Contra-exemplo 1

Sejam X e Y duas VAs discretas conjuntamente distribuidas como
abaixo.

(x,Y) Px,y(x,y)

(0,+1) 1/4
(+1,0) 1/4
(0,-1) 1/4
(-1,0) 1/4

Mostre que X e Y sao descorrelacionadas mas dependentes.
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Contra-exemplo 1

px,v(%,Y)
y=-1 y=0 y=1px(x)
x=-1| 0 174 0 1/4
x=0 | 1/4 0o 1/4 | 12
x=1 0 174 0 1/4
py(y) | 14 12 14 1
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Contra-exemplo 1

px,v(%,Y)
y=-1 y=0 y=1px(x)
x=-1| 0 174 0 1/4
x=0 | 1/4 0o 1/4 | 12
x=1 0 174 0 1/4
py(y) | 14 12 14 1

E[XY]= Y xypx,y(x,y) = (0-1) 3 +(1-0)5 +(=1:0)g +(0-~1)3 =0
RSy

E[X] =Y xpx(x) = (-1)7 +(0)3 +(1)3 =0

E[Y] =Y ypv(y) = (-3 +(0)3+ (1)1 =0
y
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Contra-exemplo 1

px,v(%,Y)
y=-1 y=0 y=1px(x)
x=-1| 0 174 0 1/4
x=0 | 1/4 0o 1/4 | 12
x=1 0 174 0 1/4
py(y) | 14 12 14 1

E[XY] = E[X] E[Y] .. XeY saodescorrelacionadas
0
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Contra-exemplo 1

px,v(%,Y)
y=-1 y=0 y=1px(x)
0 174 0 1/4
1/4 0o 1/4 | 12
0 174 0 1/4
14 12 1/4 1

Px,v(0,0) # px(0) py(0)

—— —

1/2
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1/2

X e Y sao dependentes




Contra-exemplo 2

Seja U ~ Unif([-1,1]). Sejam X = U2 e Y = U3. Mostre que X e Y s&o
descorrelacionadas mas dependentes.
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Contra-exemplo 2

Seja U ~ Unif([-1,1]). Sejam X = U2 e Y = U3. Mostre que X e Y s&o
descorrelacionadas mas dependentes.

A solugéo é facilitada se calcularmos primeiramente E[U™]:
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Contra-exemplo 2

Seja U ~ Unif([-1,1]). Sejam X = U2 e Y = U3. Mostre que X e Y s&o
descorrelacionadas mas dependentes.

A solugéo é facilitada se calcularmos primeiramente E[U™]:

E[U"] = f : u™ fu(u) du
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Contra-exemplo 2

Seja U ~ Unif([-1,1]). Sejam X = U2 e Y = U3. Mostre que X e Y s&o
descorrelacionadas mas dependentes.

A solugéo é facilitada se calcularmos primeiramente E[U™]:

E[U"] = f : u™ fu(u) du

—[]un1du
S Ja 2
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Contra-exemplo 2

Seja U ~ Unif([-1,1]). Sejam X = U2 e Y = U3. Mostre que X e Y s&o
descorrelacionadas mas dependentes.

A solugéo é facilitada se calcularmos primeiramente E[U™]:

E[U"] = f : u™ fu(u) du

n+1

1 u=1
:[ unldu :l &
a2 2|n+1]
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Contra-exemplo 2

Seja U ~ Unif([-1,1]). Sejam X = U2 e Y = U3. Mostre que X e Y s&o
descorrelacionadas mas dependentes.

A solugéo é facilitada se calcularmos primeiramente E[U™]:

E[U"] = f : u™ fu(u) du

1 1 [un! ! 1
= " _du =-|— - ]n+1_ 1 n+1
[1“ 2 2[n+1]u:_] )l D™
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Contra-exemplo 2

Seja U ~ Unif([-1,1]). Sejam X = U2 e Y = U3. Mostre que X e Y s&o
descorrelacionadas mas dependentes.

A solugdo é facilitada se calcularmos primeiramente E[U™ ]:

E[U"] = f : u™ fu(u) du

. 1[un T 1
= " _du =-|—— - 1n+1_ 1 n+1
Jown g 2[ ] Ters) NS

n+1 Ul
! sen é par
— n
={in+1’ ’
0, sen é impar.
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Contra-exemplo 2

B X e Y sdo descorrelacionadas:
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Contra-exemplo 2

B X e Y sdo descorrelacionadas:
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Contra-exemplo 2

B X e Y sdo descorrelacionadas:

E[XY] = E[X] E[Y] X e Y sao descorrelacionadas
N—— R,_/T
0 1/3
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:

N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:

Hipétese: X e Y sdo independentes.
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:

Hipétese: X e Y sdo independentes.

Entdo X? e Y? sdo independentes.
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:

Hipétese: X e Y sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo independentes.

Entdo X? e Y? sdo descorrelacionadas.
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:

Hipétese: X e Y sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo descorrelacionadas.
Entdo E[X?Y?] = E[X?] E[Y?].
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:

Hipétese: X e Y sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo descorrelacionadas.
Entdo E[X?Y?] = E[X?] E[Y?].

Entdo E[U'°] = E[U*] E[U®].
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:

Hipétese: X e Y sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo descorrelacionadas.
Entdo E[X?Y?] = E[X?] E[Y?].

Entdo E[U'°] = E[U*] E[U®].

A Entéo ;; =1 1. Absurdo!
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?

Prova por contradicao:

Hipétese: X e Y sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo independentes.
Entdo X? e Y? sdo descorrelacionadas.
Entdo E[X?Y?] = E[X?] E[Y?].

Entdo E[U'°] = E[U*] E[U®].

A Entéo ;; =1 1. Absurdo!

Portanto, a hipétese (X e Y sdo independentes) é falsa.
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Contra-exemplo 2

m X e Y sdo dependentes:
N&o temos fx(x), fy(y), fx,v(x,y)... Eagora?
Alternativamente... Para U ~ Unif([-1,1]), X =U?, Y =U3:

fx(x|Y=y) = 5(X—y2/3)
fr(y[X=x) = 38(y-x*?) + 38(y +x*/)

Portanto, X e Y sdao dependentes.
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