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Um canal matricial multiplicativo (MMC) é um canal de comuni-
cacgdo em que a entrada X e a saida Y sdo matrizes relacionadas pela
expressao Y = GX, em que G é chamada de matriz de transferéncia.
Esta tese considera MMCs sobre corpos e anéis de cadeia finitos, os
quais tém aplicacdes praticas em codificacio de rede. E adotado um
enfoque probabilistico, sob a ética da teoria da informacao, de modo
que o canal resultante pode ser visto como um canal discreto sem me-
moria caracterizado essencialmente pela distribuicao de probabilidade
da matriz G.

Sao abordados dois problemas na tese. Primeiramente, considera-
se MMCs sobre corpos finitos, em que é assumido que as instancias da
matriz de transferéncia sao desconhecidas tanto do transmissor quanto
do receptor (isto é, o cendrio nao-coerente). Também é assumido que
a distribuicdo de probabilidade da matriz G seja tal que matrizes de
mesmo posto sdo equiprovaveis. Esse modelo generaliza alguns dos con-
siderados anteriormente na literatura. Por ser mais flexivel, o modelo
permite sua aplicacdo (no contexto de codificacdo de rede linear) em
um maior nimero de situagdes praticas. Como contribui¢ao, obtém-se
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a capacidade do canal como um problema de otimizagao convexa que
pode ser resolvido numericamente de maneira eficiente. Além disso,
obtém-se formas fechadas para a capacidade em diversas situagoes es-
peciais.

O segundo problema considera MMCs sobre anéis de cadeia finitos,
dos quais corpos finitos sdo um caso particular. A motivacdo para tal
estudo vem da area codificacdo de rede na camada fisica. Desta vez, é
assumido que as instancias da matriz de transferéncia estao disponiveis
a0 receptor, mas nao ao transmissor (isto é, o cendrio coerente). Fora
isso, nao é exigida nenhuma restrigdo sobre as estatisticas da matriz G.
Nesse caso, é obtida uma forma fechada para a capacidade do canal e
é proposto um esquema de codificacdo capaz de atingir a capacidade
com complexidade de tempo polinomial.
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A multiplicative matrix channel (MMC) is a communication channel
in which the input X and the output Y are matrices related by the
law Y = GX, where G is called the transfer matrix. This thesis
considers MMCs over finite fields and chain rings, which have practical
applications in network coding. A probabilistic approach is adopted,
in the light of information theory, so that the resulting channel can be
seen as a discrete memoryless channel which is essentially determined
by the probability distribution of G.

Two problems are examined in this thesis. First, MMCs over fi-
nite fields are considered, where it is assumed that the instances of the
transfer matrix are unknown to both the transmitter and receiver (this
is known as the non-coherent scenario). It is also assumed that the
probability distribution of G is such that matrices with the same rank
are equiprobable. This model generalizes some previously considered in
the literature. Since it is more flexible, the model allows its application
(in the context of linear network coding) in a larger number of practical
situations. As a contribution, the channel capacity is obtained as the
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xii

solution of a convex optimization problem which can be efficiently sol-
ved by numerical methods. Furthermore, closed-form expressions for
the capacity are obtained for several special situations.

The second problem considers MMCs over finite chain rings, of
which finite fields are special cases. The motivation for such comes
from physical-layer network coding. This time, it is assumed that the
instances of the transfer matrix are available to the receiver, but not to
the transmitter (this is known as the coherent scenario). Apart from
that, no restrictions on the statistics of G are imposed. In this case,
a closed-form expression for the channel capacity is obtained, and a
polynomial time capacity-achieving coding scheme is proposed.
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Notacao

Simbolo
BCA
BcA
AxB

An
Amxn
Al
f:A—=B

Ty
img ¢
ker ¢

a6 ® N

Descricao

B é um subconjunto de A.

B é um subconjunto de A, mas B # A.

Produto cartesiano do conjunto A com o conjunto B.

n-ésima poténcia cartesiana do conjunto A, isto é, o con-
junto de todas as n-tuplas com componentes em A.

Conjunto de todas as matrizes com m linhas, n colunas e
com entradas em A.

Cardinalidade (nimero de elementos) do conjunto A.

f é um mapeamento (fungdo) com dominio A e contrado-
minio B, que associa o elemento = € A ao elemento y € B,

isto é, f(z) =y.

Imagem do mapeamento ¢.

Ntcleo do homomorfismo ¢.
Ntuimeros naturais, incluindo o zero.
Numeros inteiros.

Numeros reais.

Numeros complexos.
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NOTACAO

Simbolo
Lo
Z[i)

Gr(W)

P(W,d)

T

GLn(R)

row A
col A
dimV
rank A
shape M
shape A
(4)

Descricao
Inteiros médulo m.
Inteiros gaussianos, isto é, Z[i] = {a + bi : a,b € Z}.

Inteiros gaussianos médulo m, isto é, Zy,[i] = {a + bi :
a,b € Zm}.

Corpo finito com g elementos. Também chamado de corpo
de Galois e denotado por GF(q).

Anel polinomial na varidvel X sobre o anel comutativo R,
isto é, o conjunto de todos os polinémios em X com coe-
ficientes em R.

Grassmanniana k-dimensional do espaco vetorial W isto
é, o conjunto de todos os subespagos k-dimensionais de W'.
Ver p. 23.

Conjunto de todos os subespacos com dimensdo no mé-
ximo d do espago vetorial W. Ver p. 24.

Subconjunto de Fy**" consistindo de todas as matrizes de
posto r. Ver p. 24.

Subconjunto de Fy**" consistindo de todas as matrizes de
posto min{n, m} (isto é, posto completo). Ver p. 24.

Grupo linear geral de grau n sobre o anel comutativo R,
isto é, o conjunto de todas as matrizes inversiveis em
Rnxn

Coeficiente binomial gaussiano. Também chamado de co-
eficiente g-binomial. Ver p. 24.

Espaco (ou médulo) gerado pelas linhas da matriz A.
Espaco (ou médulo) gerado pelas colunas da matriz A.
Dimenséo do espaco vetorial V.

Posto da matriz A.

Shape do R-médulo M. Ver p. 60.

Shape da matriz A. Ver p. 62.

O mesmo que row A, se A for uma matriz.

Ideal gerado pelo elemento r € R de um anel comuta-
tivo R.



NOTACAO

XxVii

Simbolo

Descricao
Probabilidade do evento A.
Probabilidade de a variavel aleatéria @ assumir o valor x.

Probabilidade de a varidvel aleatéria @ assumir o valor x
dado que y assumiu o valor y.

Valor esperado da variavel aleatéria .
Entropia da variavel aleatéria .

Entropia condicionada da variavel aleatéria , dado a va-
riavel aleatoria y.

Informagdo muitua entre as varidveis aleatérias x e y.

Funcéo indicadora da proposigdo P, isto é, 1[P] =1 se P
é verdadeiro, caso contrario, 1[P] = 0.

Fungdo chao de z € R (maior inteiro menor ou igual a x).

Funcéo teto de z € R (menor inteiro maior ou igual a ).






cAPITULO 1

Introducao

1.1 Codificacdo de rede

Tradicionalmente, as redes de comunicacido adotam a técnica de rote-
amento, que consiste na escolha de caminhos adequados para a infor-
macdo que trafega pela rede. Nesse esquema, cada né da rede funciona
como um comutador: apenas seleciona, replica e repassa o que recebe
(Figura 1.1a). Em outras palavras, os dados sio considerados unidades
atomicas imutaveis.

A érea de codificagio de rede (do inglés network coding), introdu-
zida por Ahlswede, Cai, Li e Yeung [2], confronta esse paradigma. Ao
invés de limitar a operacdo dos nés a funcdo de um comutador, nessa

w1 fl (w17 'LUQ)
w1 wq
wa Wa wo fa(wr,ws)
wo Ja(wi,ws)

(a) N6 operando como comutador.  (b) N6 operando como codificador.

Figura 1.1: Modos de operacdo de um né da rede.
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

(a) Primeiro instante. (b) Segundo instante.

Figura 1.2: Multidifusdo na rede borboleta utilizando roteamento.

nova proposta é permitido que cada né opere plenamente como um co-
dificador: os dados na saida podem ser uma combinacao arbitraria dos
dados na entrada do né (Figura 1.1b). Assim, ocorre o processamento
da informagao que flui pela rede. Uma vez que todo codificador pode
operar como um comutador, roteamento é apenas um caso particular
de codificagao de rede.

Para justificar o uso de codificacdo de rede, considere o “exemplo
candnico” da literatura: multidifusdo na rede borboleta. A rede borbo-
leta, introduzida em [2], é mostrada nas Figuras 1.2 e 1.3. Nela, cada
enlace é capaz de transmitir um tnico pacote por unidade de tempo,
instantaneamente e livre de erros. Um pacote é uma sequéncia de sim-
bolos (bits, por exemplo). O objetivo é a transmissdo de informagao
do né fonte s para os nés destino t; e to.

Se apenas roteamento é permitido, tal tarefa seria executada como
na Figura 1.2, em que os recursos da rede sdo compartilhados no tempo.
No primeiro instante, o né t; recebe apenas o pacote z;, enquanto o
noé to recebe os pacotes 1 e xo. No segundo instante, o né t; recebe
0s pacotes xy e x3, enquanto o né te recebe apenas o pacote xz. O
resultado é a transmissao de trés pacotes em dois instantes de tempo,
isto é, uma taxa de 1,5 pacotes por instante de tempo.

Em contraste, utilizando codificacdo de rede, é possivel transmitir



1.1. CODIFICAGCAO DE REDE 3

Figura 1.3: Multidifusdo na rede borboleta utilizando codificacio de rede.

2 pacotes por instante de tempo, de acordo com a Figura 1.3. O né v3
calcula e transmite a soma médulo 2 (equivalente & operagao de XOR)
bit-a-bit dos pacotes que recebe. O né t;, que recebe os pacotes x
e 1 @ x9, consegue decodificar xs calculando 1 & (21 B x2) = za.
Analogamente, o né to também é capaz de decodificar x1 e xo. Assim,
existe um claro beneficio, em termos de taxa de transmissao, quando
se permite o processamento de informagcao pelos nés intermediarios da
rede, justificando o uso de codificacao de rede.

Em geral, as operacoes efetuadas pelos nds da rede podem ser quais-
quer. No entanto, como mostrado por Li, Yeung e Cai [29] e posteri-
ormente por Kotter e Médard [27], no caso de um tnico né fonte, é
suficiente restringir as operagoes sobre os pacotes a combinagies line-
ares, em que cada pacote é um vetor de comprimento ¢ com entradas
em um dado corpo finito F,. Nesse caso, chamado de codificacdo de
rede linear, é possivel mostrar que a comunicacdo fim-a-fim entre um
no fonte e um né destino da rede pode ser modelada pela expressao

Y = GX, (1.1)

em que X € F:}Xé é a matriz cujas linhas sdo os n pacotes injetados
na rede pelo n6 fonte, ¥ € IF;”” é a matriz cujas linhas sdo os m
pacotes coletados da rede pelo n6 destino e G € F;**" é a matriz de
transferéncia de X para Y, cujas entradas dependem da topologia da
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Figura 1.4: Topologia de uma rede simples.

rede e das combinacoes lineares efetuadas pelos nés intermediarios’.

ExEMPLO. Considere a rede ilustrada na Figura 1.4. Suponha que a
rede opere de acordo com codificagao de rede linear sobre um corpo
finito F,;. Deseja-se obter a relagdo entre os n pacotes enviados pelo
né fonte s e os m pacotes recebidos pelo né destino ¢, em que, nesse
exemplo, n = m = 3. Sejam wy,ws, ..., Wy, Wiy € Fg 0s pacotes trans-
portados pelos enlaces da rede, conforme indicado na figura. Entéo,
tem-se

W4 = A14W1,

W5 = a15W1,

We = A26W2 + G46W4,
w7 = azrws + a57Ws,
Wy = A8W32 + G48W4,
Wy = A39W3 + A59Ws,
wip = AgoWe + A7W7,

em que a;; € IFy sdo os coeficientes das combinagdes lineares efetuadas

pelos nés intermediarios. Fazendo x1 = wy, 2 = ws € x3 = w3, além de
Y1 = ws, Yo = Wy € Y3 = wWig, € resolvendo recursivamente as equagoes

INo caso em que erros de enlace estdo presentes, a expressio em (1.1) é substi-
tuida por Y = GX + HZ, em que Z é a matriz cujas linhas sdo os pacotes de erro
e H é a matriz de transferéncia de Z para Y. O presente trabalho, no entanto, des-
considera essa situacdo, assumindo que qualquer pacote errado é descartado pelos
néds através do uso de cédigos detectores de erro suficientemente poderosos.
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acima, obtém-se

Y1 = (1404871 + A28T2,
Y2 = Q1505971 + A39X3,

Ys

(a14a46a60 + a15a57a70)T1 + G26G60T2 + A37070T3,

ou, alternativamente, Y = GX, em que

Z1 1
X= |z, Y=|p

L3 Y3
e
14048 aog 0
G= a15a59 0 azg )
(14046060 1 Q15057070 A26060 A37070
em que G é a matriz de transferéncia de X para Y. O

A area de codificacao de rede recebeu especial atencéo apds o traba-
lho de Ho et al. [18, 19] que sugere a ideia de codificagiao de rede linear
aleatdria, na qual os coeficientes das combinacoes lineares sdo escolhi-
dos aleatoriamente. E mostrado que, no caso de um unico no6 fonte, o
método atinge o desempenho 6timo com alta probabilidade, desde que
seja empregado um corpo finito de tamanho ¢ suficientemente grande.
Com isso, tornou-se possivel um funcionamento distribuido do sistema,
uma vez que foi eliminada a necessidade do conhecimento prévio da to-
pologia da rede e das combinagoes lineares efetuadas. Posteriormente,
Chou, Wu e Jain [5] propdem um protocolo pratico (utilizando o con-
ceito de geragies) que implementa codificagdo de rede linear aleatoria.
Como consequéncia, a expressao em (1.1), cuja validade era antes limi-
tada a redes com perfeito sincronismo e topologia fixa, passa agora a
ser aplicavel em sistemas sujeitos a problemas de sincronismo, perda e
atraso de pacotes, congestionamento, entrada e saida de nos, etc.

Note que os pacotes transmitidos (isto é, a matriz X) podem ser
recuperados a partir dos pacotes recebidos (isto é, a matriz Y) se a
matriz de transferéncia G tiver posto n. Para tanto, é necessario, em
principio, o conhecimento da matriz G no né destino. No caso de
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codificagdo de rede linear aleatéria, a matriz de transferéncia G, que
depende dos coeficientes das combinagoes lineares, é desconhecida a
priori no destino. Em [5, 18, 19], esse problema é resolvido através do
uso de um cabecalho em cada pacote transmitido pelo né fonte. Mais
precisamente, cada pacote enviado pela fonte é prefixado com um vetor
da base canonica de Fy, de modo que

X =L X

(t—n) ,

, . . . T X .
em que I,x, é a matriz identidade n x n e X' € Fy é a matriz

contendo de fato a informacdo. Assim, tem-se
Y =GX =G 1., x|=[c ax].

de modo que o né destino passa a ter conhecimento de G e GX’ sendo,
portanto, capaz de recuperar X', desde que G tenha posto n. O prego
a ser pago é uma sobrecarga (overhead) de n? simbolos, devido ao
cabecalho; tal sobrecarga, no entanto, pode ser tornada desprezivel se
for permitido aumentar ¢ (o comprimento do pacote) arbitrariamente.

Para mais detalhes sobre os fundamentos e beneficios de codificagao
de rede, encaminha-se o leitor para os livros de Yeung et al. [58] e
Fragouli e Soljanin [16, 15].

1.2 Codificacao de rede na camada fisica

As técnicas de codificacdo de rede foram inicialmente concebidas para
serem aplicadas em camadas superiores da rede (camada de rede, ca-
mada de aplicagdo). Em particular, no caso de redes sem-fio, a questao
do compartilhamento do meio fisico seria tratada através de multiple-
xacdo (tipicamente no tempo ou na frequéncia), criando efetivamente
enlaces ortogonais e evitando-se, assim, a interferéncia dos sinais fisicos.
A area de codificacao de rede na camada fisica, proposta independen-
temente por Popovski e Yomo [44], Nazer e Gastpar [34] e Zhang, Liew
e Lam [60] (para surveys abrangentes da &rea, veja [36] e [30]), em
contraste, toma vantagem da interferéncia inerente as redes sem-fio, ao
invés de evita-la.

Para efeito de ilustragdo, considere a rede sem-fio bidirecional com
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(a) Roteamento. (b) Codificacdo de rede tradicional.
MMM MAWMMA
1 T2

(c) Codificagdo de rede na camada fisica.

Figura 1.5: Trés solucées para a rede sem-fio bidirecional com né interme-
didrio.

né intermediario mostrada na Figura 1.5. Suponha que os nds ter-
minais 1 e 2 desejam trocar pacotes entre si, com auxilio de um né
intermediario R. A solugdo utilizando roteamento é apresentada na
Figura 1.5a, em que os pacotes sdo trocadas em 4 instantes de tempo.
A solucdo através de codificacdo de rede tradicional é mostrada na Fi-
gura 1.5b. Note a semelhanca com a solugao apresentada anteriormente
na Figura 1.3. Note também que, nesse caso, o sistema evita a interfe-
réncia dos sinais: no primeiro instante de tempo, o né 2 nao transmite
sinal algum enquanto o n6 1 envia sua mensagem e analogamente no
instante seguinte. Com isso, os pacotes sdo trocadas em 3 instantes de
tempo, uma melhora em relacdo ao caso anterior (roteamento).

A solucgao através de codificagdo de rede na camada fisica é apre-
sentada na Figura 1.5c. Nela, no primeiro instante de tempo, os nés 1
e 2 transmitem simultaneamente suas mensagens. Cabe ao né R in-
ferir uma combinagdo linear de tais mensagens (no exemplo, o XOR
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r=8 +Ss+n—w=x D

0 1 w=0 1 w=1 1 w=0
| | | ! !
T T T T T
-2 -1 0 +1 +2 -2 -1 0 +1 42
(a) Constelacdo BPSK. (b) (h1,h2) = (1,1).

Figura 1.6: Codificacdo de rede na camada fisica com modulagdo BPSK.

das mensagens) com base no sinal fisico recebido (a “soma no ar” das
mensagens enviadas, sujeita a todas as adversidades do canal de comu-
nicagdo sem-fio). E importante ressaltar que, nesse caso, o né interme-
didrio nao tem conhecimento individual dos pacotes z1 e x5 (como é no
caso da codificagao de rede tradicional), mas apenas da soma 1 @ xs.
Com esse esquema, as mensagens sao trocadas em apenas 2 instantes
de tempo, melhorando ainda mais o desempenho em termos de taxa de
transmissao.

Mais detalhadamente (veja a Figura 1.6), assuma que o sistema
opera com modulacao BPSK e considere um modelo de desvanecimento
plano em bloco com perfeito conhecimento dos coeficientes do canal
sem-fio na recep¢ao dos sinais [17]. Seja ¢ : Zo — R um mapeamento de
bits para pontos da constelagio BPSK (na Figura 1.6a, tem-se ¢(0) =
—1 e ¢(1) = +1). No primeiro instante de tempo, o né 1 modula o
pacote x1 € Zg em uma sequéncia s; € R de pontos da constelacio
(aplicando ¢ entrada-a-entrada). Analogamente, o né 2 modula xs €
7% em s; € RY. Em seguida, ambos os nés transmitem simultaneamente
seus sinais, de modo que o sinal recebido pelo né R sera

r = h181 + hass + n,

em que hi,hs € R sdo os coeficientes de desvanecimento e n € Rféo
vetor de ruido, aqui assumido gaussiano com entradas i.i.d.

No segundo instante de tempo, o né intermediario, utilizando ape-
nasr, hy e hs, tenta extrair a soma modulo 2 dos pacotes de informacao,
isto é, o vetor w = x; @ xo € Z5. Supondo que os coeficientes de desva-
necimento sejam dados por hy = hy = 1, o sinal recebido r = s1+s2+n
se situara em torno dos pontos —2 e +2, como mostrado na Figura 1.6b,



1.2. CODIFICAGAO DE REDE NA CAMADA FISICA 9

e o procedimento 6timo de decisdo se d4 como segue? (veja as regides
de decisao indicadas na figura):

0, selr|>1,
wW=x1 Dro =
1, caso contrario.

Em seguida, o né R mapeia w € Z5 em uma sequéncia de pontos da
constelagdo que, apds ser transmitida, é recebida e demodulada pelos
noés 1 e 2. Com x; e w = x1 D x3, 0 n6 1 pode agora obter x5, como de
costume; similarmente, o n6 2 obtém x;.

EXeEMPLO. Sejam ¢ =4, 1 = (0,1,0,1) e z2 = (0,0,1,1). Portanto,
tem-se 57 = (—=1,+1,—1,+1) e s = (—1,—1,4+1,+1), de modo que,
se hy = hg =1, entdo r = s1 + so + n = (—2,0,0,42) + n. Assim, se
o ruido n nao for suficientemente severo, o né R serd capaz de extrair
w =z ®xe = (0,1,1,0) a partir de r, de acordo com o procedimento
de decisdo fornecido acima. O

No entanto, essa técnica esbarra em um obstiaculo quando esten-
dida para outros tipos de modulagoes digitais. O seguinte exemplo, que
ilustra o problema, foi introduzido por Feng, Silva e Kschischang [12].
Suponha que seja empregada a modulacdo complexa QPSK, como ilus-
trado na Figura 1.7. Uma vez que tal constelacdo é quaternéria, cada
pacote deve ser agora uma sequéncia de £ simbolos de um alfabeto con-
tendo 4 elementos. Uma escolha natural para esse alfabeto é Zo X Zo =
{00,01,10,11}, o conjunto de todos os pares de bits, em que as ope-
ragdes de soma e multiplicacdo sdo efetuadas entrada-a-entrada. Um
mapeamento ¢ : Zy X Zs — C de simbolos do alfabeto para pontos da
constelagdo é mostrado na Figura 1.7a.

No caso em que os coeficientes de desvanecimento sdo dados por
hy = ho = 1, o sinal recebido r = s1 + s2 +n ficard em torno dos pontos
mostrados na Figura 1.7b. Nesse situagao, o né intermediario ainda é
capaz de extrair a soma w = x1 @ xo a partir de r. No entanto, no caso
em que h; = 1 e hy = 1, isso se torna impossivel. De fato, como mostra
a Figura 1.7c, a rotacdo de fase efetuada pelo canal de comunicagao
sem-fio gera ambiguidade para o né intermedidrio.

2Para o procedimento 6timo de decisdo no caso em que hi e ha sdo quaisquer,
veja [35] ou [12].
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+2
01 11
+1 @ O
0
-1 % s
00 10
—2

-2 -1 0 +1  +2

(a) Constelagdo QPSK rotulada com elementos de Za X Zs.

r=syt+satn—=w=2x D2 r=2581+1S53+n—w=1x O
1 g 1
2o :
1 1
4] =——— | SR S ——
1 1
1 1
‘ 1 1
O 1 1
1 1
-] ———— Lo-fF--L
1 1
1 1
- 1 1
2 <> 1 1
1 1
-2 -1 0 +1 42 -2 -1 0 +1 42
(b) (h1,h2) = (1,1). (c) (R, h2) = (1,4).

Figura 1.7: Codificagdo de rede na camada fisica com modulacdo QPSK
considerando o anel Zos X Zo.
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EXEMPLO. Seja £ = 1. Existem precisamente dois pares (z1,22) que
fornecem s; + sy = 2i, a saber, (z1,22) = (01,11) ou (11,01). Em
ambos 0s casos, tem-se x1 @ ro = 10, de modo que, para hy = hy =
1, o né intermediario pode inferir com seguranga que x; ® xo = 10
sempre que o sinal recebido r = s1 + so + n se situar nas proximidades
de 2i. Também existem precisamente dois pares (x1,x2) que fornecem
s1 +isy = 2i, a saber, (z1,22) = (01,10) ou (11,11). Nesse caso, em
contraste, 1 @ xo = 11 para o primeiro par e x1 @ x5 = 00 para o
segundo. Portanto, para h; = 1 e hy = i, 0 nd intermediario ficara em
davida quanto ao valor de 1 ®x2 caso o sinal recebido r = s1+is2+n se
situe nas proximidades de 2i. A Figura 1.7 mostra a situagao geral. [

Pode-se mostrar que o problema permanece mesmo com outras es-
colhas para o mapeamento ¢ : Zo X Zy — C. Além disso, a mudanca
do alfabeto Zs X Zg para o corpo finito Fy = {0,1,,1 + a}, em que
o? = 1 + o, também néo resolve o problema, mesmo se forem permi-
tidas combinagdes lineares mais gerais (por exemplo, w = 1 + @ a0
invés de w = x1 + x2). A solugéo estd no uso de uma terceira opgao:
Zsli] = {0,1,i,1 + i}, em que i*> = 1 (note que i € Zs[i], apesar de
relacionado, é diferente de ¢ € C). A Figura 1.8 mostra os detalhes da
solucao. Ressalta-se que, no caso em que hy = 1 e ho = 4, a combinacao
linear extraida pelo né intermediario é w = x1 +ixo. Isso ndo apresenta
nenhum problema na hora da recuperacao dos pacotes por parte dos
nés 1 e 2: por exemplo, o né 1 pode recuperar xo a partir de z; e w
através de i(z1 + w) = i(z1 + 21 + ix2) = 2a.

1.3 Codificacdo de rede sobre anéis finitos

O objeto matemdtico Zs[i] mencionado acima é um exemplo daquilo
que a disciplina de dlgebra abstrata chama de anel. Um anel (comuta-
tivo) é uma estrutura algébrica com duas operagoes, adi¢ao e multipli-
3 (a saber: associativi-
dade e comutatividade da adigdo e da multiplicacao; distributividade
da multiplicacdo sobre a adicao; existéncia de identidade aditiva, “07,
e multiplicativa, “1”; e existéncia de elementos opostos, isto é, inversos

cacdo, satisfazendo certas propriedades béasicas

aditivos). Todo corpo é um anel comutativo. No entanto, ao contrério

3Veja o Apéndice A.1 para um tratamento mais preciso de anéis.
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(a) Constelacdo QPSK rotulada com elementos de Za[i].
r=8+Ss+n—=w=x + T2 r=s8+1Ss+nr—w=ax1 + 1T
1 g 1 1 g 1
IR R ST SNTIES S S
1 1 1 1
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Figura 1.8: Codificagdo de rede na

(b) (h1,h2) = (1,1).

considerando o anel Z[i].

(¢) (h1,h2) = (1,1).

camada fisica com modulagdo QPSK
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do que ocorre em corpos, elementos nao-nulos do anel ndo necessaria-
mente possuem inversos multiplicativos e, além disso, a multiplicacao
de dois elementos nao-nulos nao necessariamente fornece um elemento
diferente de zero. Exemplos de anéis com um nimero infinito de ele-
mentos incluem os nimeros reais (R), os nimeros complexos (C) e os
ndmeros inteiros (Z). Exemplos de anéis finitos (isto é, com um ni-
mero finito de elementos) incluem os corpos finitos (F,) e os inteiros
com aritmética modular (Z,,).

Tradicionalmente, codificagdo de rede linear tem sido considerada
quase sempre sobre corpos finitos. A necessidade de estruturas algé-
bricas mais gerais era vista, até pouco tempo atras, como uma mera
generalizagao matematica, sendo desinteressante do ponto de vista da
engenharia. No entanto, essa situacao viria a mudar apés a introdu-
¢ao da area de codificagdo de rede na camada fisica. De fato, nao é
dificil se convencer que as técnicas descritas na se¢do anterior podem
ser estendidas para topologias de rede sem-fio mais gerais. Nesse con-
texto, cada nd da rede infere combinagoes lineares a partir dos sinais
fisicos recebidos por sua antena e transmite combinagoes lineares de
combinagoes lineares previamente obtidas. Assim, pela linearidade, a
comunicacao fim-a-fim entre dois nés da rede ainda pode ser modelada
pela expressao em (1.1). A diferenca é que, como discutido acima,
o alfabeto envolvido ndo é necessariamente um corpo finito, mas sim
um anel finito (que, em geral, depende da modulagdo empregada pelo
sistema).

ExEMPLO. Considere a Figura 1.9, que mostra uma rede sem-fio em
camadas. Suponha que a rede opere de acordo com codificagao de
rede na camada fisica, com os pacotes da camada superior sobre um
dado anel finito R. Sejam wi,ws,ws € R’ os n = 3 pacotes envi-
ados pelo n6 fonte s e wy, ws, wg € R® 0os m = 3 pacotes recebidos
pelo n6 destino t. Sejam s1, 8o, ..., 56 € C os sinais fisicos (sequéncias
de pontos da constelacdo) transmitidos pelos nés vy, va, . . ., vg, respec-
tivamente, e 74,75,...,79 € C’ os sinais fisicos recebidos pelos nés
V4, Vs, ..., Vg, conforme a figura. Note que, nesse exemplo, por sim-
plicidade, os nés v1,v2,vs ndo recebem sinais fisicos do né s, mas sim
0s pacotes wy, wa, w3, respectivamente, vindos diretamente da camada
superior; analogamente, os nds v7,vs, vg nao transmitem sinais fisicos
para o nd t, mas sim os pacotes wry, wg, wy pela camada superior.
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S1 T4 S4

wl ) ) @ ) n) w7
ool ol Io~z0
oY IR IO IR IO

Figura 1.9: Rede sem-fio em camadas.

O funcionamento do sistema é como segue. Os nos vy, vo, v3 iniciam
modulando os pacotes wi,ws, w3 € R’ nos sinais sy, 59,53 € C, res-
pectivamente, contendo pontos da constelacdo. Os sinais s1, s, S3, s@0
entdo transmitidos simultaneamente, sendo superpostos no meio fisico.
Portanto, os sinais recebidos pelos nés vy, v5, vg sa0, respectivamente,

T4 = 1451 + hoaS2 + h3as3 + Ny,
r5 = h1551 + hossa + hass3 + ns,

r6 = h1681 + haes2 + h3ss3 + N,

em que h;; € C sdo coeficientes de desvanecimento e n; € C! sdo
vetores de ruido. A partir de r;, hy;, ho; e hs;, utilizando os principios
da codificagao de rede na camada fisica, o né v; (parai = 4,5, 6) é capaz
de inferir uma combinacéo linear w; € R’ dos pacotes wi, wa, w3, de
modo que

Wy = A14W1 + A24W2 + G34W3,

W5 = a15W1 + a25W2 + azsws,

g
[=2)
I

a16W1 + a2eW2 + a3eWs,

em que a;; € R. Os pacotes wy,ws,ws € R* sdo entdo modulados
nos sinais sa, s5,s¢ € Cf, que por sua vez sdo transmitidos pelo meio
fisico. Os nés vr,vg, vg, a partir dos sinais recebidos rr7,rg,r9 € C?,
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respectivamente, sdo capazes de extrair combinacoes lineares

Wy = a47W4 + a57Ws5 + Ae7We,
Wg = G48W4 + A53W5 + Ae8We,

W9 = G49W4 + A59W5 + Ae9We,

que sao finalmente entregues ao né destino t.
Portanto, definindo =1 = wy, T2 = wy € x3 = w3, além de y; = wr,
Yo = wg € Yz = wy, tem-se Y = GX, em que

L1 n
X — CEQ E Rn)([7 Y — y2 6 Rm)(l

z3 Y3
e
G47 Q57 Q67 14 Q24 Q34
G=| ass ass aes ais G5 ass |
a49 G59 Q69 a1 Q26 036
em que G € R™*™ é a matriz de transferéncia. O

1.4 Canais matriciais multiplicativos

Como visto até agora, a expressdo em (1.1) é capaz de modelar a comu-
nicacdo fim-a-fim entre dois nés de um sistema que opera com codifi-
cacao de rede (possivelmente na camada fisica), sob hipdteses bastante
praticas (por exemplo, a topologia pode ser variante no tempo, o fun-
cionamento da rede pode ser assincrono e os enlaces da rede podem
estar sujeitos a apagamentos). O presente trabalho considera tal ex-
pressdo como caracterizadora de um legitimo canal de comunicacao,
o chamado canal matricial multiplicativo (MMC, do inglés multiplica-
tive matrix channel), também denominado por alguns autores de canal
operador linear (LOC, do inglés linear operator channel).

No estudo de MMCs, costuma-se distinguir dois cendrios de inte-
resse, ilustrados pela Figura 1.10. No chamado cendrio ndo-coerente,
a matriz de transferéncia é desconhecida tanto do transmissor quanto
do receptor. Nesse caso, a entrada do canal é a matriz X e a saida do
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HY
\‘777’ G

(a) Cendrio ndo-coerente. (b) Cenério coerente.

X—» G —>»Y X —» G

Figura 1.10: Dois cendrios para o canal matricial multiplicativo.

—» Codificador DMC Decodificador |—»

Figura 1.11: Transmissdo de informagdo por um DMC.

canal é a matriz Y (Figura 1.10a). J4 no chamado cendrio coerente, a
matriz de transferéncia é desconhecida do transmissor, mas conhecida
pelo receptor. Assim, a entrada do canal é a matriz X, ao passo que a
saida do canal é o par de matrizes (Y, G) (Figura 1.10b).

Neste trabalho, é adotado um enfoque probabilistico, no qual as
matrizes em questao sao consideradas varidveis aleatérias. Com isso, o
MMC pode ser visto como um canal discreto sem memdria (DMC, do
inglés discrete memoryless channel). Canais discretos sem meméria fo-
ram introduzidos por Shannon [45] no trabalho que deu origem & teoria
da informacao. Um DMC é um sistema utilizado para a transmissao de
informacao, sendo caracterizado por uma relagdo probabilistica entre
sua entrada e sua saida. Como mostrado por Shannon, o emprego de
codificadores e decodificadores apropriados (Figura 1.11) possibilita a
transmissao de informacao de maneira confidvel. A méaxima taxa de
informacao que pode ser transmitida pelo canal com probabilidade de
erro tao pequena quanto se queira é chamada de capacidade do ca-
nal. Shannon determinou uma férmula para a capacidade de DMCs
quaisquer, que depende da relagdo probabilistica entre a entrada e a
saida mencionada acima. No caso de MMCs, tal relacdo é determi-
nada essencialmente pela distribuicao de probabilidade da matriz de
transferéncia.

Motivado por aplicagoes praticas em codificacao de rede, o presente
trabalho busca fornecer contribuicoes ao estudo de MMCs sobre corpos
e anéis finitos, com énfase no cédlculo da capacidade do canal e na
determinacao de esquemas de codificacdo praticos que alcancem ou se
aproximem da capacidade. Antes de descrever com mais detalhes as
contribuicoes desta tese, serdao mencionados alguns trabalhos anteriores
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da literatura que também abordam o canal de comunicacdo fim-a-fim
induzido por codificacdo de rede linear.

Trabalhos relevantes

Kotter e Kschischang [28] foram pioneiros em considerar a comunicagao
fim-a-fim em redes operando com codificagao de rede linear, abrindo no-
vos horizontes nao apenas na area de codificacdo de rede, mas também
nas areas de teoria da informacao e teoria de codificagdo. No trabalho,
é considerado o caso mais geral com erros de enlace, modelado pela
expressao ¥ = GX + HZ, em que Z é a matriz cujas linhas sdo os
pacotes de erro e H é a matriz de transferéncia de Z para Y. E ob-
servado que, na auséncia de erros de enlace (Z = 0) e no caso em que
a matriz de transferéncia G tem posto completo, o subespago vetorial
gerado pelas linhas da matriz de entrada é sempre preservado, isto é
(Y) = (X)), em que (A) denota o subespago gerado pelas linhas de A.
Agora, na presenca de erros de enlace ou no caso em que a matriz de
transferéncia apresenta deficiéncia de posto, pode-se limitar os possi-
veis subespagos transmitidos a um subconjunto particular de todos os
subespagos vetoriais, definindo-se, assim, um cédigo de subespaco.

Em [28], a métrica sugerida para o projeto de c6digos de subespago
foi a chamada distancia de subespaco. Também foi obtido um limitante
superior (estilo Singleton) sobre o tamanho de cédigos de subespaco de
dimensao constante e foi proposta uma construgao de cédigos (estilo
Reed-Solomon) que alcanga assintoticamente tal limitante.

Posteriormente, os cdédigos propostos em [28] foram reinterpretados
por Silva, Kotter e Kschischang [48] sob a 6tica da métrica de posto.
Em [48], também foi mostrado que a distancia de subespago fornece
uma condicao suficiente (mas nio necessaria) para que um cédigo de
subespago seja “bem-sucedido” em sua tarefa de correcao de erros de
enlace e deficiéncia de posto no canal matricial ndo-coerente, sob a
hipdtese de que tanto a matriz de erros Z quanto as matrizes de trans-
feréncia G e H sejam escolhidas por um adversario onisciente e com
poder computacional ilimitado.

Na busca por uma condigdo necesséria e suficiente, Silva e Kschis-
chang [47] desenvolveram um arcabougo tedrico para lidar com canais
adversarios genéricos; os resultados obtidos sdo entao particularizados
para o canal matricial nao-coerente sujeito a erros de enlace e defi-
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ciéncia de posto. Em particular, é encontrada a métrica que fornece
a condic@o necessaria e suficiente supracitada, sendo tal métrica cha-
mada de distdncia de injegio. Além do caso ndo-coerente, [47] também
considera o cendrio coerente. Atualmente, a construcio de coédigos de
subespago baseada em métricas é uma area bastante ativa de pesquisa
(veja, por exemplo, [26] e [9] e suas referéncias).

Apesar de a ideia de um enfoque probabilistico ja ter sido sugerida
em [28], o enfoque 14 adotado foi essencialmente combinatério. Os pri-
meiros artigos a efetivamente adotar o enfoque probabilistico no estudo
da comunicagdo fim-a-fim em codificagdo de rede foram os de Monta-
nari e Urbanke [32, 33], Jafari et al. [22, 23, 24], Silva, Kschischang e
Kotter [50, 49] e Yang et al. [53, 56, 55]. Os resultados de tais trabalhos
relacionados a MMCs serao expostos no Capitulo 2.

1.5 Contribuicoes

Sao abordados dois problemas nesta tese, sumarizados a seguir.

MMC nao-coerente sobre corpos finitos com matriz de transferéncia
uniforme dado o posto

Primeiramente, sao considerados MMCs sobre corpos finitos em um ce-
nario nao-coerente. E assumido que a distribuicio da matriz de trans-
feréncia seja tal que matrizes de mesmo posto sdo equiprovaveis. Desse
modo, o DMC resultante é essencialmente caracterizado pela distribui-
¢ao de posto da matriz de transferéncia. Essa hipétese contrasta com os
trabalhos ja existentes na literatura, de Silva et al. [49] (no qual a matriz
de transferéncia ¢ uniforme de posto completo) e Jafari et al. [24] (no
qual a matriz de transferéncia possui entradas uniformes i.i.d.). Como
serd discutido, o modelo proposto é mais flexivel e generaliza os modelos
considerados em [49] e [24], 0 que permite sua aplicagdo em um niimero
maior de cendrios realistas (em particular em redes nas quais apaga-
mentos de enlace tém um papel importante), ao mesmo tempo que é
suficientemente simples para permitir analise mateméatica. O modelo
também é conservador no sentido de que sua capacidade fornece um li-
mitante inferior para a capacidade de um MMC genérico com a mesma
distribuicao de posto. Como contribuigoes, a capacidade do canal é ex-
pressa como a solu¢ao de um problema de otimizagdo convexa que pode
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ser facilmente resolvido com métodos numeéricos habituais. Para o caso
especial de entrada de posto constante, é obtida uma forma fechada
para a capacidade. O comportamento do canal para comprimento do
pacote ou tamanho do corpo arbitrariamente grande é estudado, sendo
mostrado que entrada de posto constante é suficiente neste caso. Por
fim, é provado que comunicagdo via subespacos ainda é étima, mesmo
nesse modelo mais geral.

MMC coerente sobre anéis de cadeia finitos

O segundo problema abordado nesta tese considera a comunicacdo em
MMCs sobre anéis de cadeia finitos, desta vez considerando, por sim-
plicidade, o cendrio coerente. Anéis de cadeia finitos (dos quais corpos
finitos sdo um caso particular) consistem de uma importante classe de
anéis que surgem em diversas situacgoes praticas no contexto de co-
dificacdo de rede na camada fisica. Inicia-se apresentando conceitos
preliminares sobre anéis de cadeia finitos e algebra linear sobre tais
anéis, os quais generalizam varios resultados familiares da algebra li-
near sobre corpos. Como contribuicées, é obtida uma forma fechada
para a capacidade do canal e é proposto um esquema de codificagdo que
alcanca a capacidade em complexidade de tempo polinomial, fazendo
uso de cddigos matriciais sobre corpos finitos previamente existentes.
Os resultados apresentados estendem os correspondentes para corpos
finitos, obtidos por Yang et al. [55].

O restante desse documento é organizado como segue. Inicia-se com
o Capitulo 2, introduzindo o modelo matemético de MMCs e apresen-
tando uma breve revisdo bibliografica do assunto. O Capitulo 3 trata
de MMCs sobre corpos finitos com matriz de transferéncia uniforme
dado o posto. O Capitulo 4 considera MMCs sobre anéis de cadeia
finitos. Finalmente, o Capitulo 5 conclui o trabalho, sumarizando as
contribuicoes realizadas e sugerindo futuras investigacoes na area.






CAPITULO 2

Canais matriciais multiplicativos

Seja R um anel finito e sejam n, m e ¢ inteiros ndo-negativos. Como
visto no capitulo introdutério, este trabalho considera o canal matricial
multiplicativo (MMC), um canal de comunicagao induzido pela expres-
sao

Y =GX,

em que X € R" ' ¢ a matriz de entrada, Y € R™*¢ é a matriz de
saida' ¢ G € R™ ™ é a matriz de transferéncia, sendo tais matrizes

varidveis aleatérias?.

Neste capitulo, é apresentado o modelo matematico de um MMC,
em que sao distinguidos os cendrios coerente e nao-coerente. Por simpli-
cidade, esse capitulo se restringe ao caso em que R é um corpo finito IF,.
Também sdo expostos alguns resultados ja existentes na literatura. An-
tes de prosseguir, inicia-se revisando alguns conceitos preliminares.

1 Ainda que no cendrio coerente a saida do canal seja o par (Y, G), continua-se
chamando Y de matriz de saida.

2De agora em diante, simbolos em negrito serdo utilizados para denotar varidveis
aleatorias, enquanto que simbolos comuns serao utilizados para suas amostras.
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2.1 Preliminares

2.1.1 Canais discretos sem memoria

Aqui é apresentada uma revisao das definicoes e dos resultados basicos
acerca de canais discretos sem meméria. Para mais detalhes, veja qual-
quer livro de teoria da informagcdo, como, por exemplo, [6] ou [1]. Um
canal discreto sem memdria (DMC) com entrada x e saida y é definido
por uma tripla (X, py|z,)), em que

(i) X e Y, denominados de alfabeto de entrada e saida, respectiva-
mente, sdo conjuntos finitos e

(7) pylz(y|r), denominada de probabilidade de transig¢do, fornece a
probabilidade de se receber y = y € Y dado que ¢ = = € X foi
enviado.

Observagdo: A probabilidade de transi¢ao py|, é costumeiramente re-
presentada por uma matriz de dimenséo |X| x |Y|, chamada de matriz
de transicao, cujas linhas e colunas sao indexadas, respectivamente, por
X e ), e cuja entrada x,y ¢ dada por py|z(y|z).

O canal é sem memodria no sentido de que o simbolo de saida em
um dado instante depende apenas do simbolo de entrada nesse mesmo
instante, sendo condicionalmente independente de simbolos de entrada
e saida passados. Além disso, é assumida a auséncia de realimentacio,
de modo que o simbolo de entrada em um dado instante é independente
dos simbolos de saida passados. Assim, se o canal for utilizado N vezes,
com sequéncia de entrada & = (x1,Ta,...,zy) € XN distribuida de
acordo com pgz, entdo a sequéncia de saida § = (y1,¥2,...,yn) € YV
serd distribuida de acordo com py, a qual é induzida por pz e pgz, em
que

N
Pg|£(y17y2, s ,yN|1'1,5U2, v 7xn) - prkc(yl‘xl)
=1

Considere um DMC com alfabeto de entrada X e alfabeto de saida ).
Sejam N e M inteiros positivos. Um codigo C de comprimento N e
taza R(C) = (logM)/N para esse canal é definido por uma funcgdo
de codificacio ¢ : {1,2,..., M} — XN e uma fun¢io de decodificacdo
é: YN = {1,2,...,M}. Uma sequéncia ¥ = (z1,2,...,2y5) € XN
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é dita ser uma palavra-cédigo de C se T = ¢(m) para algum m €
{1,2,...,M}. Em um abuso de terminologia e notagdo, o conjunto de
todas as palavras-codigo também é denominado de cddigo e denotado
por C C XN,

Considere um DMC definido por (X, py|e,)). Seja m, denominada
de mensagem, uma variavel aleatoria uniformemente distribuida sobre
{1,2,...,M}. Adicionalmente, sejam & = (x1,Z3,...,xy) = d(M)
a sequéncia na entrada do canal e § = (y1,y2,...,Yn) & sequéncia
correspondente na saida do canal. Finalmente, seja 1 = ¢(g) a esti-
mativa da mensagem m feita pelo decodificador. Entao, a probabilidade
de erro de um cédigo C é definida por

P.(C) = Prim # ).
A capacidade de um DMC é definida por

C = max I(x;y),
P
em que
py(y)

I(@;y) =Y pa(®) Y Dyje(yle)log
TEX yey
é a informacgdo mitua entre x e y e a maximizagao se da sobre todas
as possiveis distribui¢bes de entrada pg.
O seguinte resultado memoravel foi obtido por Shannon [45]: Se
R < C, entao, para todo € > 0, existe um c6digo C (de comprimento N
suficientemente grande) tal que R(C) > R e P¢(C) < e. Por outro lado,
se R > C, entdo nao existe tal cédigo. Em outras palavras, a capaci-
dade representa a maior taxa na qual informacao pode ser transmitida
pelo canal com probabilidade de erro arbitrariamente pequena.

2.1.2 Matrizes e subespacos sobre corpos finitos

Seja W um espaco vetorial sobre um corpo finito Fy. O conjunto de
todos os subespagos k-dimensionais de W é denominado de grassman-
niana e é denotado por Gi(W). O tamanho da grassmanniana é dado
por

G- 7]

q
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em que m =dimW e

k—1 qm i ql
m — se 0 <k <m,
o], - 4= 2
q L.
0, caso contrario,

é o coeficiente binomial gaussiano. Além disso, denota-se por P(W,d)
o conjunto de todos os subespacos de W com dimensao no méximo d,
isto é,

d
PW.d) = | G(W).
k=0

No préximo capitulo, sera utilizado o fato de que o coeficiente binomial
gaussiano satisfaz

m
qk(mfk) S |:k:| S 7(1 qk(’rnfk)7 (22)
q
em que
o 1
/yq = H 1 q_i

é tal que lim,_, o, 7, = 1. Para uma prova de (2.2), veja [28, Lemma 4].

Denota-se por F;**" o conjunto de todas as matrizes m x n com
entradas em Fy. O subconjunto de Fy**™ consistindo de todas as ma-
trizes de posto r ¢ denotado por T.(F;**") . Além disso, define-se
TEF*") = Toinfn,my (Fg"), isto é T(Fy*™) é o conjunto de to-
das as matrizes m x n sobre F, de posto completo®. Por comodidade,
abrevia-se 7, = TT(IFZ”X”) quando a dimensdo m x n e o corpo F, sdo
facilmente inferidos pelo contexto. Tem-se [13]

n—1
" —q¢"), se0<n<m
0, caso contrario,

3Note que T (Fy *™) nada mais é que o conjunto de todas as matrizes n x n sobre
F4 inversiveis, o qual é chamado de grupo linear geral de grau n sobre Fy e denotado
por GLy, (Fq).



2.2. MMC NAO-COERENTE 25

[ T®OINT EFg™")]
|7 (FG)]

T ()] = |

q

2.2 MMC nao-coerente

Finalmente, esta secdo apresenta a definigio de um MMC. Inicia-se
pelo caso nao-coerente.

No cendrio nao-coerente, em que a matriz de transferéncia é desco-
nhecida tanto do transmissor quanto do receptor, o DMC resultante é
definido por (X, py|x,)), em que o alfabeto de entrada é X' = IFZXK, o)
alfabeto de saida ¢ Y = IF;”XZ e a probabilidade de transicdo, de acordo
com a lei da probabilidade total, é dada por

py|x(Y|X) = ZPG\X(GlX) ryie.x(Y|G, X),
G

em que pg|x (G| X) é a probabilidade de G' condicionada a X e

1, seY =GX,
Pyiax(Y]G.X) =1 -

0, caso contrario.
E natural considerar X e G estatisticamente independentes, de modo
que pg|x (G|X) = pa(G) e, portanto,

pyix(YIX)= > pa(@).
G Y=GX

Note que, fixado o corpo finito IF, o canal recém definido é especificado
completamente pelos pardmetros n, m, £ e pg. Neste trabalho, no
entanto, denota-se o MMC néo-coerente simplesmente por MMC(G, £).

Codigos para MMCs sdo chamados de cddigos matriciais. Para o
caso do MMC nao-coerente, um c6digo matricial C de comprimento N
é definido por uma fun¢éo de codificagdo ¢ : {1,2,..., M} — (IFZXZ)N e
uma fungdo de decodificacio ¢ : (IE‘;”XZ)N —{1,2,...,M}. Portanto,
cada palavra-codigo de C é uma sequéncia de N matrizes em FZXZ.
Quando N = 1, diz-se que C é um cédigo matricial one-shot; caso
contrario, C é dito ser multi-shot.
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Resultados existentes

Dois casos particulares de importancia tanto tedrica quanto pratica
foram estudados na literatura e sdo descritos a seguir. O primeiro
deles, de Silva et al. [49], calcula a capacidade do MMC assumindo que
a matriz de transferéncia é quadrada e uniforme sobre todas as matrizes
inversiveis.

Teorema 2.1. Seja G € Fy™" uniformemente distribuida sobre to-
das as matrizes inversiveis. Entdo, a capacidade de MMC(G, (), em
simbolos q-drios por uso do canal, é dada por

C= long Lﬂ .
q

k=0

Assintoticamente no tamanho do corpo, q, a capacidade é dada por

lim C = (¢ —n)n.

q— 00
Um codigo one-shot que alcanga a capacidade com probabilidade de erro
tgual a zero pode ser construido escolhendo uma matriz X € IFZXZ tal
que (X) = U para cada subespago U € ’P(Fg,n)

O cbédigo proposto pelo Teorema 2.1, apesar de étimo, possui codifi-
cagdo e decodificagdo nao-triviais. Um esquema sub-6timo alternativo
de facil codificacao e decodificagao consiste na utilizacdo de cabecalhos,
como descrito no Capitulo 1. Claramente, o esquema com cabecalhos
possui probabilidade de erro igual a zero e a taxa igual a ({—n)n sendo,
portanto, assintoticamente 6timo no tamanho do corpo, ¢. Note tam-
bém que o Teorema 2.1 justifica a ideia de comunicacdo via subespagos
citada no Capitulo 1, na qual a informacgao é enviada na escolha do
subespaco gerado pelas linhas da matriz de entrada.

Jafari et al. [24], em contraste, consideram a matriz de transferén-
cia com entradas i.i.d. uniformes sobre F,, o que equivale a dizer que a
matriz de transferéncia é uniforme sobre todas as matrizes em F;**".
A capacidade é obtida como a solugcdo de um problema de otimizacao
convexa sobre min{n, m}+ 1 varidveis (que ndo serd reproduzido aqui).
Uma expressao exata para a capacidade, quando o tamanho ¢ do corpo
¢ superior a um dado limiar, também é fornecida (veja abaixo). Adi-
cionalmente, é mostrado que comunica¢do via subespagos também é
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6tima no modelo particular adotado.

Teorema 2.2. Seja G € F"*" uniformemente distribuida sobre todas
as matrizes em " <™. Entdo, existe qo tal que, se ¢ > qo, a capacidade
de MMC(G, ¢), em simbolos g-drios por uso do canal, é dada por

¢
P
%1,
em que u* = min{n, m, [£/2]|}. Assintoticamente no tamanho do corpo,
q, a capacidade é dada por

=Y ITo(E g™ log

lim C = (¢ —u")u*.
q—)OO
O Capitulo 3 deste trabalho considera um modelo dos quais am-
bos os modelos acima sao casos particulares. Mais precisamente, é
permitido que a matriz de transferéncia G tenha distribuicdo de pro-
babilidade do posto arbitraria; entretanto, considera-se que todas as
matrizes de mesmo posto sejam equiprovaveis.

2.3 MMC coerente

Para o cenario coerente, em que a matriz de transferéncia é desconhe-
cidas do transmissor, mas conhecida pelo receptor, obtém-se um DMC
definido por (X, py,g|x,Y), em que o alfabeto de entrada ¢ X = FZXZ7
o alfabeto de saida é Y = ]F;”” X IFZ]”X" e a probabilidade de transi¢io
é dada por

pG(G)7 se Y =GX,

ry,gx(Y,G|X) = "
0, caso contrario,

em que, novamente, considerou-se que as matrizes X e G sao estatisti-
camente independentes. Neste trabalho, o canal em questao é denotado
por C-MMC(G, ?).

Note que, no caso de codigos matriciais para o MMC coerente, a
funcao de codificacdo tem contradominio (IE‘Z;”)N , exatamente como
no caso nao-coerente; no entanto, a funcao de decodificagdo tem domi-
nio (IFZ”XE X quX”)N, ou seja, o decodificador tem acesso ndo apenas
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as matrizes de saida Y7, Y3, ..., Yy, mas também as matrizes de trans-
feréncia G1,Ga,...,GN.

Resultados existentes

A capacidade do MMC coerente em sua forma mais geral foi encontrada
por Yang et al. [55].

Teorema 2.3. Seja G com distribuicdo de probabilidade pg qualquer.
Entao, a capacidade de C-MMC(G,¥) é dada, em digitos q-drios por
uso do canal, por

C = E[r]¢,

em que E[-] denota valor esperado, sendo alcangada se a entrada for
uniformemente distribuida sobre IF;LXZ. Em particular, a capacidade
depende de pg apenas através de E[r].

Em [56, 55] também sdo propostos dois esquemas de codificacio
multi-shot para MMCs sobre corpos finitos, capazes de alcangar a ca-
pacidade dada pelo Teorema 2.3. O primeiro faz uso de codigos de
métrica de posto [48] e requer £ > n; o segundo é baseado em codi-
ficagdo aleatéria e ndo impée nenhuma restrigdo sobre £. Ambos tém
complexidade de tempo polinomial. Ressalta-se que ambos os esquemas
de codificacdo sdo “universais” no sentido de que apenas o valor espe-
rado E[r] é levado em conta na construcdo do c6digo (ndo é necesséario
o conhecimento completo de pg, nem mesmo de p,.).

O Capitulo 4 deste trabalho considera o MMC coerente sobre anéis
de cadeia finitos, dos quais corpos finitos sdo um caso particular. B
apresentada uma generalizagdo do Teorema 2.3. Além disso, é proposto
um esquema de codificagdo que combina codigos existentes sobre corpos
finitos (tais como os citados no pardgrafo anterior) para se obter um
c6digo sobre o anel de cadeia.



CAPITULO 3

MMC nao-coerente sobre corpos finitos com
matriz de transferéncia uniforme dado o posto

3.1 Introducao

Como ja mencionado, MMCs nao-coerentes sobre corpos finitos foram
estudados anteriormente por Silva et al. [49] e Jafari et al. [24]. Es-
pecificamente, em [49], a matriz de transferéncia G é escolhida unifor-
memente dentre todas as matrizes de posto completo, enquanto que
em [24], é assumido que G possui entradas i.i.d. selecionadas uniforme-
mente (ou, equivalentemente, G é uniforme sobre todas as matrizes).
Embora essas distribuigoes poderiam, em principio, ser usadas para
modelar sistemas operando de acordo com codificacdo de rede linear
aleatéria, elas sdo incapazes de refletir adequadamente diferentes to-
pologias de rede, ou descrever com exatidao sistemas nos quais apaga-
mentos de enlace tém um papel importante. Isto se deve porque nesses
modelos, a matriz de transferéncia é completamente especificada pelo

O contetdo deste capitulo foi apresentado no 2011 IEEE International Sym-
posium on Information Theory (ISIT’11) [42] e foi posteriormente publicado nas
IEEE Transactions on Information Theory [41]. As ideias nas quais este capitulo
¢é baseado sao decorrentes de um documento nao publicado [51].

29
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tamanho do corpo, ¢, e pelas dimensées n e m. Por outro lado, uma
descri¢ao precisa de uma matriz de transferéncia com distribuicao de
probabilidade completamente geral exigiria, adicionalmente, a especi-
ficagdo de ¢"™ parametros (a saber, pg(G), para G € F**"), sendo
portanto impraticavel mesmo para valores modestos de ¢, n e m.

Em face a essa tensdo entre tratabilidade e generalidade, o presente
capitulo sugere um novo modelo o qual generaliza ambos os modelos
de [49] e [24], mas que mantém a um nivel realista a quantidade de
informacao necessaria para descrever o canal. Mais especificamente, o
modelo aqui adotado permite que a distribuicdo de probabilidade do
posto de G seja arbitraria; entretanto, considera-se que todas as matri-
zes de mesmo posto sejam equiprovaveis. Neste trabalho, uma matriz
com esse tipo de distribuigdo de probabilidade é dita ser uniforme dado
o posto (abreviado como w.g.r., do inglés uniform given rank) (§3.2).
Sob essa hipotese, a distribuigdo de probabilidade do posto da matriz
de transferéncia caracteriza completamente a distribuicao de probabili-
dade da prépria matriz de transferéncia e, portanto, também determina
completamente o canal. O modelo requer apenas min{n,m} + 1 para-
metros para descrever o canal (a saber, p,.(r), para 0 < r < min{n,m},
em que r = rank G). Embora o cdlculo analitico da distribui¢cao do
posto em uma topologia de rede genérica seja um problema desafiador
(até mesmo no caso mais simples de enlaces livres de apagamento), es-
timativas razodveis podem ser obtidas na pratica através de simulacao
de Monte Carlo, dado um modelo de rede. Na verdade, a distribuicao
(empirica) do posto é uma figura de mérito natural presente em diver-
sas implementacoes de esquemas de codificagdo de rede nao-coerente
(veja, por exemplo, [5]). Assim, é razodvel supor que tal informagao
estd, de fato, disponivel.

Como justificativa da utilidade pratica do modelo proposto, é forne-
cido um exemplo que ilustra como o modelo u.g.r. é capaz de capturar
de forma mais adequada o comportamento de sistemas que operam com
codificacdo de rede linear aleatoria, quando comparado com outros mo-
delos existentes. Especificamente, serd visto que, para certas topologias
de rede, as capacidades fornecidas em [49, 24] desviam cada vez mais
da verdadeira capacidade & medida que (7) a distancia (no grafo) entre
os nés fonte e destino aumenta ou (i¢) a probabilidade de apagamento
nos enlaces cresce (§3.3). Ademais, como seréd provado, qualquer MMC
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pode ser reduzido para um MMC com matriz de transferéncia u.g.r.
(embora as custas de uma diminui¢do potencial na capacidade do ca-
nal) através de um simples pre-processamento no transmissor e no re-
ceptor. Uma vez que tal pre-processamento nao altera a distribuicao de
posto da matriz de transferéncia, pode-se concluir que, dentre todas as
matrizes de transferéncia que compartilham a mesma distribuicdo de
posto, a u.g.r. é aquela que fornece a menor capacidade. Nesse sentido
(isto é, com a distribuigdo de posto mantida fixa), a distribuigdo u.g.r.
é a distribuicdo de “pior caso” (§3.4).

O restante do capitulo se concentra na capacidade e informacao mu-
tua do MMC néo-coerente com matriz de transferéncia u.g.r. Inicia-
se obtendo a probabilidade de transicao do canal. Em particular, é
mostrado que essa probabilidade de transigao depende das matrizes de
entrada e salda apenas através de seus postos (§3.5). E mostrado que
a capacidade do canal é alcangada quando a matriz de entrada (ana-
logamente & matriz de transferéncia) é u.g.r., e uma férmula para a
informacao mutua do canal é obtida para este tipo de entrada. Como
consequéncia, a complexidade computacional associada ao problema de
otimizagao convexa envolvido na obtencao da capacidade do canal é re-
duzida consideravelmente quando comparada com o caso de um MMC
com matriz de transferéncia genérica—uma reducio de ¢"* para n + 1
varidveis, como serd mostrado (§3.6). Em seguida, é abordado o caso
particular de entrada de posto constante. Nesse caso, é possivel obter
uma forma fechada para a capacidade de posto constante (§3.7). Poste-
riormente, considera-se o problema no qual é permitido que g ou £ cresca
arbitrariamente e é mostrado que a capacidade do canal (sem restricao
na entrada) é alcancada com entrada de posto constante (§3.8). Como
contribuicdo final, é verificado que comunicacdo via subespacos per-
manece 6tima mesmo nesse caso mais geral de matriz de transferéncia
u.g.r. (§3.9). Os resultados dessas se¢des generalizam alguns daqueles
obtidos anteriormente em [49] e [24].

O trabalho de Yang et al. [55, 53, 56, 54], realizado simultinea e
independentemente deste, considera uma matriz de transferéncia com-
pletamente geral (independente da entrada). Os autores identificam
uma classe de entrada (chamada de “a-type”) que é suficiente para
alcangar a capacidade do canal. Como consequéncia, o nimero de va-
ridveis envolvidas no problema do célculo da capacidade de canal é
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reduzido, porém para uma quantidade ainda exponencial no tamanho
da matriz de transferéncia. Também é obtido limitantes inferiores e
superiores na capacidade, os quais dependem apenas da distribuicao de
posto da matriz de transferéncia. Vale mencionar que alguns dos resul-
tados aqui apresentados poderiam ser obtidos como casos particulares
dos resultados em [55] (comparagoes serdo feitas ao longo do capitulo
quando aplicaveis.) Entretanto, acredita-se que o enfoque adotado aqui
é mais simples e mais iluminador para o caso particular de matriz de
transferéncia u.g.r.

Por fim, vale a observacao de que alguns dos resultados aqui obtidos
foram subsequentemente empregados em [25], no qual o MMC é mode-
lado por um canal arbitrariamente varidvel (AVC, do inglés arbitrarily
varying channel). Mais precisamente, é assumido em [25] que o posto
da matriz de transferéncia é escolhido aleatoriamente de acordo com
uma distribuicdo de probabilidade conhecida, mas, fora isso, a matriz
de transferéncia pode variar arbitrariamente a cada uso do canal. E
mostrado que a capacidade desse canal é a mesma capacidade do MMC
com matriz de transferéncia u.g.r. considerado aqui.

3.2 Modelo do canal

Como dito anteriormente, este capitulo considera canais nos quais a
matriz de transferéncia é “uniforme dado o posto”. Tal conceito é defi-
nido formalmente a seguir.

DEFINIGAO. Uma matriz aleatéria A € F;**", distribufda de acordo
com pa, ¢ dita ser uniforme dado o posto (u.g.r.) se, para todos A, A’ €
<™ tais que rank A = rank A’, valer pa(A4) = pa(A’).

Seja A uma matriz aleatéria sobre Fj'*™ com distribuicdo de pro-
babilidade p4. Adicionalmente, seja k = rank A a variavel aleatéria
assumindo valores em {0, ..., min{n, m}} de acordo com a distribui¢do
de probabilidade pg dada por

pr(k) = > pa(A).

A€Th
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Nao é dificil verificar que A € u.g.r. se e somente se

_ pe(k)
PAA) = Ty

em que k = rank A. Portanto, a distribuicdo de probabilidade do posto,
Pk, determina completamente pa quando A é u.g.r. Adicionalmente,
pode-se mostrar que a entropia de A satisfaz

|7 (Fg" ")

e (k) (3.1)

H(A) <> pi(k)log,
k

com igualdade quando A for u.g.r. Assim, dentre todas as matrizes
aleatérias com uma dada distribuicdo de posto, a u.g.r. é aquela com
maxima entropia.

Este capitulo estuda o MMC néo-coerente com matriz de entrada X,
matriz de saida Y e matriz de transferéncia G u.g.r. Define-se a varia-
vel aleatéria

r = rank G,

distribuida de acordo com

pe(r) =Y pa(G),

GeT,

a qual representa o posto da matriz de transferéncia. Além disso, por
simplicidade, assume-se max{n,m} < ¢.

Como dito anteriormente, ambos os modelos de Silva et al. [49] e Ja-
fari et al. [24] séo casos particulares do modelo u.g.r. aqui considerado.
De fato, para o modelo de canal de [49], no qual G é uniformemente
distribuida sobre T (F;*"), tem-se

pa(r) = {17 se r =n, (3.2)

0, caso contrario,

enquanto que para o modelo de canal de [24], no qual G é uniforme-
mente distribuida sobre Fy**", tem-se

T

qnm

pr(r) (3.3)
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Camada 1 Camada 2 Camada L

Figura 3.1: Rede sem-fio em camadas. Existem L camadas e cada camada
possui N nés retransmissores.

3.3 Exemplo: Rede sem-fio em camadas

Esta secdo apresenta um exemplo que mostra como o modelo u.g.r.
é capaz de melhor representar um sistema operando de acordo com
codificacao de rede linear aleatéria, quando comparado com modelos
existentes. Considere a rede sem-fio ilustrada na Figura 3.1, com L
camadas (colunas) e N nés retransmissores por camada. Assuma que o
sistema opera com pacotes de comprimento £ e que entre duas camadas
adjacentes (e também entre o n6 fonte e a camada 1 e entre a camada L
e 0 n6 destino) existam N enlaces difusdo (broadcast) ortogonais entre
si, 0s quais estao sujeitos a apagamentos, ocorrendo nos finais do enlace,
com probabilidade e. Sempre que um pacote é apagado, considera-se
que esse foi recebido como o vetor nulo. Adicionalmente, assuma que
nao haja comunicagao entre nés nao-adjacentes, bem como nds situados
na mesma camada.

O sistema opera como segue. Primeiramente, o n6 fonte s transmite
pacotes a primeira camada utilizando todos os N canais de difusao or-
togonais. O no repete esse processo M vezes, de modo que um total de
M N pacotes é recebido por cada né da primeira camada. (E assumido
que o né fonte nao efetua qualquer randomizagdo.) Apds isso, cada né
da primeira camada calcula M combinacoes lineares aleatérias (com
coeficientes uniformes sobre Fy e i.i.d.) de todos os seus pacotes rece-
bidos e, em seguida, difunde essas combinagoes lineares para a segunda
camada, novamente em M instantes de tempo, utilizando um dos N
canais ortogonais atribuido a si. Dessa forma, um total de M N pacotes
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é recebido por cada né da segunda camada, M de cada né da primeira
camada. O sistema opera analogamente até a camada L. Finalmente,
o né destino t recebe M N pacotes, M de cada né da camada L.

Sera mostrado agora que o sistema em questao pode ser modelado
através de um MMC com n = m = MN. Seja X € IF(]]V[N” (resp.,
Y € FMV*!) a matriz cujas linhas siio os pacotes transmitidos (resp.,
recebidos) pelo né fonte (resp., destino). Seja R;; € Ff]”NXZ (resp.,
Si; € Féwxz) a matriz cujas linhas sdo os pacotes recebidos (resp.,
transmitidos) pelo j-ésimo né retransmissor da i-ésima camada, para
1<i<Lel<j<N. Da operagao da rede descrita anteriormente,
tem-se

Si; =M, ;R,;,

paral <i<Lel<j<N,emque M;; € FfleMN sdo matrizes
cujas entradas sdo i.i.d., uniformes sobre F,. Também tem-se que

R,;=E ;X,
Si-11 Sra
Ri’j = Ei’j € Y = E/ ,
Si_1,n Sr.n

para2<i<Lel<j<N,em que Ei,j,E' S IFS/INXMN sao matrizes
diagonais (modelando os apagamentos) cujas entradas na diagonal sdo
i.i.d. com p(0) = € e p(1) = 1 — e. Disso tudo, deduz-se que

Y =GX,

em que
G =EMLE, - MyE,M E;, (3.4)

. . 2 ~
e M; € FMN*MN® (uma matriz bloco-diagonal) e E; € FMN"XMN g4

dadas por
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Note que, em geral, a matriz de transferéncia dada por (3.4) ndo é
u.g.r. Assim, como mencionado na introdugio (e provado mais adiante
na Se¢do 3.4), os resultados de capacidade das Segdes 3.5 a 3.8 servi-
rao apenas como limitantes inferiores para a real capacidade do canal.
No entanto, vale observar que o calculo da real capacidade do canal
é uma tarefa computacionalmente intratéavel, mesmo para pardmetros
pequenos. Por exemplo, se ¢ =2 e n = m = £ = 8, seria necessario, a
priori, resolver um problema de otimizacio sobre ¢™¢ = 264 varidveis,
o que é claramente impraticdvel. De acordo com [55], poderia-se redu-
zir a quantidade de varidveis para Y _ | ]q > 28 um ntimero ainda

impraticavel.

n
U

ExEMPLO. As Figuras 3.2a e 3.2b mostram a distribuicdo de posto,
pr, induzida pela rede sem-fio em camadas com ¢ =2e N = M = 2
(de modo que n = m = MN = 4) em fungdo de €, para L = 1, e
em funcdo de L, para € = 0, respectivamente. Note que o valor de /¢
nédo é importante aqui. Ambas as distribui¢oes de posto foram obtidas
de (3.4) pelo método de Monte Carlo com 100.000 realizagoes.

As Figuras. 3.2¢ e 3.2d mostram a capacidade do MMC correspon-
dente, assumindo matriz de transferéncia u.g.r., com distribuigoes de
posto das Figuras 3.2a e 3.2b. Considerou-se £ = 8 para o comprimento
do pacote. Os resultados foram obtidos do Teorema 3.3 da Secao 3.6.
As figuras também mostram a capacidade de um MMC com os mes-
mos parametros ¢, n, m e £, mas modelado por matriz de transferéncia
uniforme de posto completo (Teorema 2.1) ou uniforme sobre todas as
matrizes (Teorema 2.2), bem como o limitante superior considerando o
cendrio coerente (Teorema 2.3). O

Claramente, os modelos de [49] e [24] sdo insensiveis aos efeitos de
apagamento de enlace e variagdes na topologia (aqui ilustrado pelo ni-
mero de camadas). Percebe-se que as capacidades para esses modelos
desviam consideravelmente da verdadeira capacidade. Em contraste, a
partir das tendéncias dos limitantes inferior e superior, pode-se inferir
que a capacidade do modelo u.g.r. se comporta de forma muito pare-
cida com a capacidade verdadeira (note que o limitante superior tende
a zero quando € se aproxima de 1, ou quando L aumenta; portanto, o
mesmo acontece com a capacidade verdadeira). De fato, como o pré-
ximo exemplo ilustra, o limitante inferior u.g.r. pode se situar bastante
préoximo da capacidade verdadeira.
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s ——r e r=0 v r-3
. r=1 r=1 e+ =14
O8N eee r =2 OB eea 22 1

(a) Distribuigdo de posto em funcdo
de €, para L = 1. de L, para € = 0.

T T T T

30 B *—=— Limitante superior (coerente) H 3F : : 1

+—— Limitante inferior (u.g.r.)

Fl == Uniforme de posto completo :
b nnmeanaa . ) == sasma-al ssssaaammEEEEg
4=+ Uniforme sobre todas as matrizes

of : 5|

R R R R R S o B S S S S S A A o TR R R S S S S S SR A R I
[ (S
1.5H 1 H B | 15 e

14 1 1 = Limitante superior (coerente) e

4—— Limitante inferior (un.g.r.)

0.5H : : 4 0.5 =-s-= Uniforme de posto completo : g
+ 4=t Uniforme sobre todas as matrizes
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 5 10 15 20 25
€ L

(c) Capacidade em funcao de ¢, para (d) Capacidade em fungao de L, para
L=1el=28. e=0el=28.

Figura 3.2: Distribuicdo de posto e capacidade de canal para a rede sem-fio
em camadas com N =M =2e qg=2.

T T T
T T

.
B Distribuicio real (& esquerda) I A i-+| ws=v Limitante superior (coerente)
025 v ——— idade
B Distribuigio u.g.r. (i direita) PR T Capacidade
0.2 4+ Limitante inferior (u.g.r.)
o 0.8F
8 s i
3 015 O 06 g e
0.1 0.4H
0.05 71— _— S ‘

0 0
G €

(a) Distribuicdo da matriz de transfe- (b) Capacidade real e limitantes, em
réncia, para € = 1/4. fungao de €, para £ = 3.

Figura 3.3: Distribuicdo da matriz de transferéncia e capacidade de canal
para a rede sem-fio em camadas com L = 1, N =2, M = 1e q = 2.
Na Figura 3.3a, o eixo horizontal consiste de todas as matrizes em Fg“,
ordenadas da esquerda para a direita como segue: [00;00], [10;00], [01;00],
[00; 10], [00;01], [11;00], [00;11], [10;10], [01;01], [11;11], [10;01], [01;10],
[11;10], [11;01], [10; 11], [01; 11].
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EXEMPLO. Este exemplo tem o objetivo de quantificar a perda de
taxa ocasionada quando se considera a matriz de transferéncia u.g.r.
quando, de fato, ela ndo é. Para tanto, seja a rede sem-fio em camadas
com tamanho do corpo ¢ = 2, uma Unica camada (L = 1) e dois
nés retransmissores (N = 2). Seja também M = 1, de modo que
n =m = 2. Nesse caso, (3.4) fornece

G— E/MlEl _ [ €sa1€e; es5a2€9 ] ,

€cad3€3 €6a4€4

em que as entradas ey, ..., es € Fa (relacionadas aos apagamentos) sdo
i.i.d. com Pr[e; = 0] = ee asentradas ay, ..., a4 € Fy (0s coeficientes de
codificagao de rede) sdo i.i.d. com Pr[a; = 0] = 1/2. A distribuicdo da
matriz de transferéncia, pg(G) com € = 1/4 é mostrada na Figura 3.3a,
a qual também mostra a distribui¢do u.g.r. correspondente.

A Figura 3.3b mostra a verdadeira capacidade do canal (obtida re-
solvendo o problema de maximizacao original sobre ¢"* = 64 varidveis),
juntamente com o limitante inferior u.g.r. (obtido resolvendo o um pro-
blema de maximizacdo sobre n + 1 = 3 varidveis, de acordo com o
Teorema 3.3) e o limitante superior coerente (dado pelo Teorema 2.3),
em funcdo de €, para um comprimento do pacote ¢ = 3. E interessante
observar que o limitante inferior u.g.r. é exato para ¢ = 0, uma vez
que, nesse caso, G' torna-se uniformemente distribuida sobre Fy**" e,
portanto, é u.g.r. Além disso, para os demais valores de €, a capaci-
dade verdadeira é bastante proxima do limitantes inferior u.g.r., o que
constitui uma evidéncia de que o modelo u.g.r. é realmente uma boa
aproximacao para sistemas que operam de acordo com codificacdo de
rede linear aleatoéria. O

3.4 O modelo u.g.r. como o pior caso

Qualquer MMC pode ser artificialmente transformado em um MMC
com matriz de transferéncia u.g.r. (tendo a mesma distribuicao de posto
do canal original) por meio de “randomizacdo” tanto no transmissor
quanto no receptor. O Teorema 3.1 a seguir torna tal afirmagao precisa.
A demonstracdo do teorema foi sugerida por Chen Feng (University
of Toronto) e se d4 através da aplicacdo de uma versdo generalizada
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MMC com matriz de transferéncia u.g.r. G =T.GT»

Figura 3.4: Convertendo um MMC genérico em um MMC com matriz de
transferéncia u.g.r. A distribuicdo de posto do novo canal é a mesma do
canal original.

do cripto-lema [14], a qual pode ser 1til em outras aplicagoes (veja
Apéndice B.1).

Teorema 3.1. Seja G € F;'*" uma matriz aleatoria com distribuicdo
de probabilidade qualquer e defina G' = T1GT», em que Ty € GL,,,(Fy)
e T, € GL,(F,) sdo matrizes inversiveis uniformemente distribuidas
e independentes de G e uma da outra. Entdo, G’ € u.g.r. e possui a
mesma distribuicdo de posto de G.

Demonstragdo. O resultado segue apds a aplicagao do Lemma B.2 com
G = GL,,(F,) x GL,(F,), em que a operagdo do grupo é dada por
(17, T%) - (T1,T) = (1711, T>T%), o conjunto da agdo é dado por § =
Fy**™ e a operacio da acdo, o : Gx S — S, é definida por (11, T2)o M =
TiMT;. Os fatos de que G é um grupo e o é uma agdo de G em S
seguem da dlgebra linear; as 6rbitas, nesse caso, sao {7 (Fy"*™) : r =
0,1,...,min{n,m}}, as quais sdo completamente caracterizadas pelo
posto de G. O

Efetivamente (veja a Figura 3.4), ao invés de transmitir os pacotes
originais (X', digamos), o transmissor envia X = ThX'; e ao invés
de utilizar a real saida do canal (Y, digamos), o receptor considera
Y’ = T1Y para a decodificagdo. (Aqui, Ty e T sdo definidos como
no Teorema 3.1.) Consequentemente, se a matriz de transferéncia do
canal original for G, entao Y' =TY =T1GX = T'1GTL X' = G' X/,
em que G’, de acordo com o Teorema 3.1, é u.g.r. e possui a mesma
distribuicao de posto de G. Naturalmente, como consequéncia da desi-
gualdade do processamento de dados [6], tem-se [(X";Y") < I(X;Y),
de modo que essa conversao se da em detrimento de uma potencial
reducao da capacidade do canal.
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Assim, conclui-se que, dentre todas as matrizes de transferéncia que
compartilham a mesma distribuicdo de posto, a u.g.r. é aquela com a
menor capacidade de canal e que qualquer resultado de capacidade ob-
tido para o MMC com matriz de transferéncia u.g.r. pode ser utilizado
como um limitante inferior para MMCs com matrizes de transferéncias
arbitrarias (ndo u.g.r.).

Alguns comentérios adicionais sdo pertinentes. Primeiro, randomi-
zagao no transmissor (mas ndo no receptor) ja é uma prética usual em
sistemas que empregam codificagdo de rede linear aleatéria [28]. Se-
gundo, uma vez que tanto a multiplicagdo de matrizes e a geracao de
matrizes aleatorias inversiveis podem ser realizadas em tempo polino-
mial, a randomizagdo é também um procedimento com complexidade
de tempo polinomial. Terceiro, visto que as matrizes T7 e T, sao inde-
pendentes de G e uma da outra, nao é assumido qualquer conhecimento
do canal, e nem mesmo é necessario segredo compartilhado entre trans-
missor e receptor. Finalmente, para uma quantificacdo numérica da
perda de taxa ocasionada pela randomizacao, veja o segundo exemplo
da Secao 3.3.

3.5 Probabilidade de transicao do canal

Nas proximas segoes, além de r = rank GG, distribuida de acordo com
pr(r) =2 acr. Pc(A), também faz-se uso das varidveis aleatérias u =
rank X e v = rank Y, cujas distribui¢oes de probabilidade sao dadas,
respectivamente, por py(u) = > xer. Px(X) e pu(v) = 3y Py (Y).

A probabilidade de transicio de posto (isto é, a probabilidade de se
receber uma matriz de posto v dado que uma matriz de posto u foi
transmitida) é de fundamental importéncia para este canal. Uma vez
que © - X — Y — v é uma cadeia de Markov, a probabilidade de
transicao de posto é dada por

pv|u(v|u) = Z pu|Y(U|Y)pY\X(Y\X)pX\u(X|U)

XY
= Z Pxfu(X|u) Z pyix (Y|X)
XeTu YeT,

e, portanto, pode depender niao apenas de py|x (ou seja, de pPG), mas
também de px,. O teorema a seguir determina a probabilidade de
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transicdo de posto para o caso de matriz de transferéncia u.g.r. e mostra
que tal probabilidade independe de px|,,. O teorema também expressa
a probabilidade de transigdo do canal em termos da probabilidade de
transicao de posto. A demonstracio do teorema pode ser encontrada na
Secdo 3.10, que também apresenta as demais demonstragoes omitidas
deste capitulo.

Teorema 3.2. Considere um MMC com matriz de transferéncia u.g.r.

(i) Sejam u, v e r inteiros tais que 0 < r < min{n,m}. Entdo,

r—uv

n—u v(in—u—r—+uv
Poju,r (U, ) = ] [ } q*( +o), (3.5)
r q

Dessa forma, a probabilidade de transi¢io de posto € dada por
p’u\u(v|u) = Zpr(r)pv\u,r(v|u7r)
T

e a distribuicdo de probabilidade do posto da saida € dada por

p’u(v) = Zpu(u)pﬂu(v‘u)'
(i) A probabilidade de transi¢io do canal é dada por

pv|u(’U‘U) se
pyix(v1X) = { ey T EE g

0, caso contrdrio.

(#ii) Se a entrada X € u.g.r., entdo a saida Y também é u.g.r.

Observagio: Sejam w, v e r inteiros tais que 0 < r < min{n, m}.
Lembrando que o coeficiente binomial gaussiano [Tk"] ¢é nao-nulo se e
somente se 0 < k < m, tem-se, de acordo com (3.5), que py|q»(v|u, ) #
0 se esomentese 0 <v<wuel<r—v<n—u; tais condigdes, por
sua vez, sdo equivalentes a u +r —n < v < min{u,r}. Isso ji era
esperado: o limitante superior é equivalente ao fato de que rank AX <
min{rank X,rank A} e o limitante inferior segue da desigualdade de
Sylvester, que afirma que, se A e X sdo matrizes de dimensées m X n
e n x £, respectivamente, entdo rank X + rank A —n <rank AX.



42 CAPITULO 3. MMC NAO-COERENTE SOBRE CORPOS FINITOS

Observagdo: O Teorema 3.2 mostra que a matriz de transi¢do py|x do
canal em questao pode ser particionada em blocos, com a propriedade
de que, em cada bloco, as linhas sdo permutacoes umas das outras e as
colunas sdo permutacoes umas das outras. Assim, o MMC com matriz
de transferéncia u.g.r. é um canal que apresenta a chamada “simetria
em bloco” introduzida por Pedersen e Topsge em [43], trabalho cujo
autor da presente tese tomou conhecimento apenas ap6ds o fechamento
deste capitulo. Desse modo, os resultados da Segao 3.6 poderiam, em
principio, ser obtidos a partir dos resultados de [43].

3.6 Capacidade do canal

A capacidade do canal é derivada a seguir. Sera visto que entrada u.g.r.
é suficiente para alcancar a capacidade, de modo que nao ha necessidade
de se considerar entradas mais gerais. Seja

I*(py) = max I(X;Y), (3.7)

PX:Pu

em que a maximizacao é efetuada sobre todas as distribuicdes de pro-
babilidade px cuja probabilidade de posto associada é p,,, isto é, sobre
o conjunto

{rx : X xer,px(X) = pu, parau=0,1,...,n}.

Teorema 3.3. Seja G € F'*" uma matriz u.g.r. Entdo, a capacidade
de MMC(G, ¢) ¢é dada, em simbolos q-drios por uso do canal, por

C =max I"(py),
Pu

em que
T X
va logq g Z hopu (u (3.8)
e
og, ) \o
va\u |u qu pv|u( |U) Y ( ° )

sendo alcancada com distribuicio de entrada u.g.r.
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Do Teorema 3.3, conclui-se que o problema de encontrar a capaci-
dade e a distribuicdo de entrada 6tima correspondente para o MMC com
matriz de transferéncia u.g.r., originalmente um problema de otimiza-
¢do convexa sobre ¢"* varidveis (a saber, px (X) para X € F7*¢) pode
ser simplificado para outro problema de otimizacdo convexa, desta vez
envolvendo apenas n + 1 varidveis (a saber, p,(u), para u = 0,...,n).
A solucao de tal problema de otimizacao pode ser obtida por métodos
numéricos eficientes bem estudados (veja, por exemplo, [3]).

3.7 Entrada de posto constante

Foca-se agora no caso especial em que as matrizes de entrada do canal
sdo restritas a terem posto constante. Este caso é de interesse por pelo
menos dois motivos. Primeiro, entrada de posto constante vem a ser
assintoticamente étima tanto com o comprimento do pacote quanto com
o tamanho do corpo finito (como serd visto mais adiante). E segundo,
a maioria das construcoes de cédigos de subespaco existentes fornecem
“c6digos na grassmanniana”, isto é, cédigos de subespaco de dimensao
constantes [28].

Denota-se por C, a maxima informagdo mutua do canal quando a
entrada é restrita a matrizes de posto u. Seja u* o valor de u que maxi-
miza C,, de modo que Cy» = max, C,. Denomina-se C,, de capacidade
de posto u e Cy= de capacidade de posto constante do canal.

Teorema 3.4. Seja G € F'*" w.g.r. Entdo, a capacidade de posto u
de MMC(G, ¢), em simbolos g-arios por uso do canal, é dada por
],
C, = va‘u(ﬂu) log, i (3.10)
v q

v

sendo alcangada com distribuicio de entrada uniforme [sobre To (F2*%)].
Ademais,
Cur <O < Cy» + logq(min{n, m}+1). (3.11)

Observaggo: Em particular, para entrada de posto completo (isto é,
u = n), entdo v = r (pois v = rankY = rankGX =rankG =r). A



44 CAPITULO 3. MMC NAO-COERENTE SOBRE CORPOS FINITOS

capacidade em (3.10) torna-se

_ [,
On - Zpr (T) logq Wa

T

um resultado obtido previamente em [51]. Além disso, como py(x)(v|U)
depende de U apenas através de u = dim U (veja o Teorema 3.2), o re-
sultado concorda com [55, Theorem 7).

3.8 Comportamento assintético

A seguir, considera-se o comportamento do canal para comprimento
do pacote, ¢, ou tamanho do corpo, g, assintoticamente grande. E
mostrado que, em ambos os cendrios, entrada de posto constante é
suficiente para alcancar a capacidade.

Considera-se primeiramente o comportamento assintético em /¢, o
comprimento do pacote. Nessa situacdo é apropriado definir C' = C /¢,
a capacidade normalizada do canal matricial, medida em pacotes por
uso do canal. Também define-se a capacidade de posto u normalizada
como C,, = C,/{ e a capacidade de posto constante normalizada como

Cy», em que u* é o valor de u que maximiza C,.

Teorema 3.5. Assintoticamente no comprimento do pacote, £, a capa-
cidade normalizada do MMC' com matriz de transferéncia u.g.r. € dada
por

lim C = E[r],

{—00

sendo alcancada com entrada uniforme de posto constante. O posto
otimo de entrada € sempre u* = n.

Observagio: Esse resultado também é obtido em [55, Corollary 1] para
o caso de um MMC com matriz de transferéncia com distribuicdo de
probabilidade qualquer.

Volta-se agora para o comportamento assintotico em ¢, o tamanho
do corpo. Em geral, a distribui¢do do posto pode depender de ¢ [por
exemplo, no caso de (3.3)]. Assim, no que segue,

Py (r) = lim pp(r)

q—o0
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denota a distribuigdo limite de 7, assumindo que tal limite exista. Ob-
viamente, quando a distribuicio de posto nao depende de ¢, entao

pee(r) = pr(r).

Teorema 3.6. Assintoticamente no tamanho do corpo, q, a capacidade
do MMC' com matriz de transferéncia u.g.r. € dada por

q—o0 u

lim C =max | (¢ —u) Zp,?o(r) min{u,r}| ,
T
sendo alcancada com entrada uniforme de posto constante.

Observagdo: Considere codificagdo de rede linear aleatéria na auséncia
de erros e apagamentos de enlace. Quando o tamanho do corpo, ¢,
é assintoticamente grande, sabe-se que a matriz de transferéncia tera
posto h com probabilidade 1, em que h é o corte minimo (mincut) da
rede [19]. Nesse caso, p°(r) = 1[r = h], de modo que

lim C' = max [(¢ — u) min{u, h}] = (¢ — u")u",

q— 00 u
em que u* = min{h, [¢(/2]}. Para o sub-caso no qual h = min{n,m},
tem-se u* = min{n,m, |¢/2]|}, o que concorda com os Teoremas 2.1

e 2.2, uma vez que em ambos 0s casos tem-se po°(r) = 1[r = min{n, m}]
[veja as equagdes em (3.2) e (3.3)].

3.9 Comunicacao via subespacos

O 1ltimo resultado deste capitulo diz respeito a otimalidade da codifi-
cagdo de subespago [28] para o MMC com matriz de transferéncia u.g.r.
A demonstragao do seguinte teorema faz uso do conceito de agrupamen-
tos sem perda de informagio de letras de entrada (ou saida) em DMCs
(veja Apéndice B.2). No que segue, vale lembrar que P(Fg,d) denota
o conjunto de todos os subespagos de IE‘f; com dimensao no maximo d.

Teorema 3.7. Considere o MMC com matriz de transferéncia u.g.r.

Sejam U = (X)) e V =(Y). Entdo,

I(X;Y)=1(U;V), (3.12)
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qualquer que seja a distribuicio de entrada px. Adicionalmente, para
todo U € P(Fi,n) e V € P(F,,m), tem-se

pvio(VIU) =T FF* V)] pyix (Y]X), (3.13)

em que X € IFZ}X@ eY € IFZ]"X@ sdo quaisquer matrizes tais que (X) =U
e(Y)=V.

Demonstragdo. A partir do Teorema 3.2, sabe-se que py | x (Y[X) de-
pende de X e Y apenas através de (X) e (Y). Portanto, de acordo com
o Lema B.3, os mapeamentos f(X) = (X) e g(Y) = (Y) preservam
informagao. Isso prova (3.12). Para provar (3.13), primeiro aplica-
se o agrupamento de entrada no canal matricial original (X, py|x,Y),
obtendo-se um canal intermedidrio (U,py|u,Y), com pyy(Y|U) =
py|x (Y[X), em que X é tal que (X) = U. Em seguida, aplica-se o
agrupamento de saida nesse canal intermediario, obtendo-se o canal de
subespago (U, py|u, V), com

pvip(VIU) = > pyw(Y'|U)
Y'Y=V

=T E™ )] py o (YIU),

em que Y é tal que (Y) = V. Note que o tltimo passo da equagdo
acima segue de

Y € Bpxt s (v') = VY| = [T (g V)]

o que é valido pois, associado a cada Y’ € F;”XZ tal que (Y') =V, existe
uma Unica matriz de posto completo T € ’T(IF;”Xdimv) tal que Y’/ =
TY,em que Y € T(ngmVxé) é qualquer matriz de posto completo tal

que (Y)=V. O

O Teorema 3.7 mostra que, no que diz respeito ao MMC com ma-
triz de transferéncia u.g.r., os processamentos de entrada f(X) = (X) e
saida g(Y) = (Y) néo causam perda de informagdo. Como consequén-
cia, o canal matricial

(X :FZX£7 Py |x, y:FZZnXZ)
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Canal de subespago

Figura 3.5: Convertendo o canal matricial em um canal de subespaco.

pode ser simplificado para um canal de subespaco equivalente

com probabilidade de transi¢do py i dada por (3.13). Concretamente,
0 novo canal é obtido concatenando o canal original (i) na entrada
com um dispositivo (possivelmente probabilistico) que transforma um
subespago U em uma matriz X tal que (X) = U e (4i) na saida com
um dispositivo (deterministico) que calcula V' = (Y'), conforme a Fi-
gura 3.5.

Devido a (3.12), qualquer esquema de codificacdo para o canal ma-
tricial possui um correspondente no canal de subespago, alcancando
exatamente a mesma informagao mutua, e vice-versa. Em particular,
pode-se focar apenas em (U, py |y, V) ao projetar e analisar cédigos ou
esquemas de codificacao.

3.10 Demonstracoes omitidas

Esta secdo apresenta as demonstracoes omitidas pelas se¢bes anterio-
res. De modo a preservar espago, os subscritos das distribui¢oes de
probabilidades poderdo ser omitidos [por exemplo, escrevendo-se p(X)
no lugar de px (X)]. As demonstragdes a seguir fardo uso extensivo dos
resultados de enumeragao da Se¢do 2.1 do capitulo anterior.

A demonstracdo do Teorema 3.2 fard uso dos seguintes resultados
de contagem. Neste momento, fica registrado o agradecimento a Chen
Feng (University of Toronto) por sugerir uma prova mais simples do
que a originalmente apresentada para o Lema 3.8.
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Lema 3.8. Sejam X € E(F;Xf) eY € %(FZ]"XZ), Defina

H(r X,Y) ={G e T (F""): Y = GX}

Entao,
m,n,u,r,v), se(Y)C(X),
rx v = [ ) se e )
0, caso contrario,
em que
bq(m,n,u,r,v) = |Troy (Fm =) (=) | goln=u), (3.14)

Demonstragio. Se (Y) ¢ (X), entdao claramente |H(r; X,Y)| = 0. Su-
ponha, entdo, que (Y) C (X). Pelo Lema B.5, existem matrizes inver-
stveis P,Q, T tais que X' = PXT e Y’ = QYT. Portanto, Y = GX é
equivalente a QYT = QGP 'PXT, isto é, Y = G’X’, em que G’ =
QGP~1. Uma vez que o mapeamento H(r; X,Y) — H(r; X', Y") defi-
nido por G — QGP~! é bijetor, tem-se |H(r; X,Y)| = [H(r; X', Y)|.
Em outras palavras, |H(r; X,Y)| depende de X e Y apenas através de
u = rank X e v = rank Y. Assim, pode-se calcular |H(r; X,Y)| esco-
lhendo X = I™*¢ e Y = I"*‘. Particionando a matriz G' em blocos de
acordo com

Gll G12
G21 G22

€ IE‘;"X”,

em que os blocos sdo G11 € Fg™", Gz € ng(n_u), Go1 € IF,(]”‘”)X“ e
Gag € Fg’”‘”)x("‘“), tem-se que as condicdes Y = GX e rankG = r
sao equivalentes a

Gll = [Iv va(ufv)]a
G712 = qualquer matriz v X (n — u),
Go1 = O(m—v)xuv €

G2 = qualquer matriz (m — v) X (n — u) de posto r — v,

em que a ultima exigéncia segue porque, uma vez que Gao; = 0, tem-se
que rank G = rank G11; + rank Gso, ou seja, rank Gos = 7 — v. Das
quatro exigéncias acima, obtém-se o resultado desejado. O
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Lema 3.9. Seja X € 7;(15‘2’”), O nimero de matrizes Y € 7;(15‘;””)
tais que (Y) C (X) € dado por

{Y € 7o : (Y) S (X} = [To (Fg")].

Agora, seja Y € To(F**). O nimero de matrizes X € To(Fi*Y) tais
que (YY) C (X) € dado por

|70 (Fg )

{X e Tu: (Y) C(X)} = |To(Fy )\m'

Demonstracdo. Para X € E(F;’XZ), defina o conjunto J(X) ={Y €
To : (Y) C (X)}. Sejam X1, X, € T, (F2*Y). Entéo, existem matrizes
S € GL,(F,) e T € GLy(F,) tais que X7 = SX,T. Uma vez que Y
YT~1 é uma bijegdo entre J(X1) e J(Xz2), conclui-se que |J(X1)| =
|7 (X32)|. Assim, para calcular o valor de |7 (X)|, pode-se fazer X =
I"* sem perda de generalidade. Uma vez que Y € J(I"*¢) se e
somente se Y é da forma [Yy 0], em que Yy € T, (F;"*"), conclui-se que
|T (L4)| = | To (F™)], como desejado.

Agora, para Y € ’7;(]17;"”), defina o conjunto K(Y) ={X € T, :
(Y) C (X)}. Analogamente ao caso anterior, é possivel mostrar que
IK(Y1)| = |K(Y2)| para todo Y1, Yz € T, (F7*¢). Considere portanto um
grafo bipartido em que os X's em E(FZILM ) s20 0s nés do lado esquerdo e
0s Ys em T, (Fi*%) siio os nds do lado direito; um né X estd conectado
com um né Y se e somente se (Y) C (X). O nimero de ramos conec-
tados ao lado esquerdo, a saber, |7;(IE‘ZXZ)| | T (X)]|, deve ser igual ao
niimero de ramos conectados ao lado direito, a saber, | T, (Fr*4)| [K(Y)].
O resultado entao segue. O

Demonstragcao do Teorema 3.2. Sejam X € E(F;‘M), Y € 7;(15‘;””)
e r tais que 0 < 7 < min{n, m}. Tem-se

p(Y1X,r) = Y p(Glr)p(Y]X,G)

GeT,
) %xn > 1Y = GX]
|7;’(Fq )| GeT,
(b 1

- W¢q(m7n>uvrvv) 1[<Y> g <X>]7
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em que (a) segue porque G is u.g.r. e (b) segue do Lema 3.8. Portanto,
pelo Lema 3.9, pode-se escrever

|7 (B

p(v|X,r) = Z p(Y[X,r) = m

YeT,

(bq(m: n,u,r, ’U),

de modo que

p(olu,r) = Y p(X|u)p(o|X,7)

XeTu

|7, (Fg"")
= Z (X|U)W¢q(m,n, U, 7, 0)

XeTy
T (EGF)I
T(FF)]

¢q(m n,u,r, 'U)a

e (3.6) segue ao se comparar as expressoes de p(Y|X,r) e p(v|u,r). A
equacdo em (3.5) segue da expressdo acima, substituindo ¢4 (m, n, u, r, v)
pela sua definigdo em (3.14), e por simplificagdo, fazendo uso das defi-
nigdes e expressoes da Secdo 2.1.

Para finalizar a prova, suponha que X seja u.g.r. Entao, para cada
Y € Ty(F;Y), tem-se

=> > p(Y|X)p

u X€T,
(g) p(u) VIX

27\7'(15‘"“) X; p(Y]X)
() (u)

Z |7~ (anéﬂ ‘T meu | X; ]
©) (v]w) gy [T E5 )
B Z m(m”n |To (F7)] ITo(F) | T (B 9)
_ ()

|To(Fg 4|

em que (a) segue porque X é u.g.r., (b) segue de (3.6) e (¢) segue do
Lema 3.9. Portanto, Y também serd u.g.r., como afirmado. O
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Demonstracdo do Teorema 3.3. Para cada X € E(FZ”), tem-se

1
HY[X=X)=Y Y p(Y|X)log, ——— PaPS)
v Y€eT,

|T (meu)‘
_Zp vlu) log, —————— )

= hua

em que p(Y|X) foi substituido como em (3.6). Tirando a média sobre
todo X € FZXZ, obtém-se

HY|X)=>_ > H(YI|X =X)p(X)

u XeT,

:Zhu Z p(X)

u XeTy,

= Z hup(u)

o qual depende de px apenas através de p,. Portanto,
I" (pn) = max I(X;Y)
PXPu
= max [H(Y) — H(Y|X)]
PXPu

PXPu

= max H(Y) — Z hyp(u)

e obtém-se o resultado desejado de (3.1). O

Demonstrag¢io do Teorema 3.4. Se a entrada é restrita a matrizes de
posto u, entdo u = u é uma constante e, portanto, p(v) = p(vju). A
informacao mutua do canal dada pelo Teorema 3.3 simplifica para

T, @)
2l s 7

e obtém-se (3.10) ao aplicar (2.4). O limitante inferior de (3.11) é ime-
diato. Analogamente a Yang et al. [55, Lemma 4], pode-se reescrever a
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informagdo mitua do canal em (3.8) como

‘7‘ me/

= Zp(v) log, ——~—— Zp

‘T(]mel |7:]( mxu)|
—Zp (v]u)log, ——— Zp (v]u)log, ——+—=

|7:] m><€ p(v|u
—Zp (v]u)log, —— = T ]meu —i—Zp (v|u) log, (v]u)

—Zp )Cy + I(u;v),

em que I(u;v) é a informacgdo mitua entre as varidveis aleatérias u
e v. O limitante superior de (3.11) entao segue, pois >, p(u)C, <
max,, C,, = Cy~ e I(u;v) <log,(min{n, m} +1). O

Demonstragio do Teorema 3.5. Dividindo (3.11) por £ e tomando o li-
mite quando ¢ — oo, tem-se

lim C = lim C-,

£— 00 {— 00

de modo que entrada de posto constante é suficiente para alcancar a
capacidade com £ arbitrariamente grande.

Agora, dividindo (3.10) por ¢ e tomando o limite quando ¢ — oo,
obtém-se

o 1 L)
elggo Cy= ;P(UW) (elggo 7 log, mi)

:Z:p(um) <Zli>m 1oqu Jlim 5 logq [ﬂq)
=S pte (zlim 1oqu)

—vav|u [v|u = u],

em que a primeira igualdade da ultima linha é uma consequéncia de (2.2).
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Finalmente, como v < r, tem-se
Elvlu=u,r =7] <r=E[vlu=n,r =r],

para todo u € {0,...,n}. Multiplicando os dois lados por p(r) e so-
mando sobre 7, obtém-se

E[v|u = u] < E[r] = E[v|u = n],

o que mostra que limy_, o Cy, = E[v|u = u] é mdximo quando u = n,
sendo o méximo valor dado por E[r]. O

Para a demonstragdo do Teorema 3.6, serd necessario o seguinte
resultado intuitivo.

Lema 3.10. Tem-se

. 1, sewv=min{u,r},
lim p(v|u,r) =
q—o0 0, caso contrdrio.

Demonstragio. O teorema é trivialmente verdadeiro se v > min{u, r}.
Por outro lado, se v < min{u, r}, tem-se de (2.2) e do Teorema 3.2 que

qv(ufv) . ,yqfqur(nfr) . q(rfv)(nfufrJrv) . qv(nfufrJrv)
-1
< pvlu,r) = m m [n B u] ") <
v q r q r—uv q

,yqu(u—v) . q—'r'(n—r) . ,yqq(r—v)(n—u—r+'u) . qv(n—u—'r'—&-v).
Apés simplificacao, obtém-se
,yq—lq—(u—v)(r—v) < p(v\u,r) < ,}/gq—(u—v)(r—v)7

e o resultado desejado segue porque limg_oc 74 = 1. O

Demonstragao do Teorema 5.6. A quantidade log,(min{n,m} + 1) no
lado direito de (3.11) tende a zero quando ¢ — oo, de modo que

lim C' = lim Cy-,

q—o0 q—o
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ou seja, entrada de posto constante é suficiente para ¢ assintoticamente
grande.
Agora, de (3.10), tem-se

| | o,
i, 0= 3 (i o) (JE& T,

v

Para o primeiro parénteses, tem-se do Lema 3.10 que
hm p(v Zpr 1[v = min{u, r}].
Para o segundo parénteses, tem-se de (2.2) que

o,
im log, =
9= I:U}q

— ol — ).
Portanto,
Jim Cu =30 p ()1 = minfu, rHo(¢ — u)
_ (Z_ ;) S p2(r) Y 1o = minfu,r}] v
=({ —u) ipi"(ﬂ r:in{uv r},

como desejado. O



cAPiTULO 4

MMC coerente sobre anéis de cadeia finitos

4.1 Introducao

O presente capitulo considera MMCs sobre anéis de cadeia finitos (dos
quais corpos finitos sdo um caso particular). A motivacdo vem de codi-
ficacdo de rede na camada fisica: como visto no Capitulo 1, o canal de
comunicagdo fim-a-fim entre um né fonte e um né destino de uma rede
sem-fio que emprega codificacdo de rede na camada fisica ainda pode
ser modelado pela expressao

Y = GX,

em que X € R™*¢ é a matriz de entrada, cujas linhas sdo os n pacotes
enviados pelo né fonte, Y € R™*! é a matriz de saida, cujas linhas
sao os m pacotes recebidos pelo né destino e G € R™*™ é a matriz de
transferéncia. Nesse caso, as matrizes em questdo possuem entradas

em um certo anel finito R (induzido pela constelacao utilizada), que

Este capitulo é um trabalho conjunto com Chen Feng (University of Toronto).
O contetido deste capitulo foi apresentado no 2013 IEEFE International Symposium
on Network Coding (NetCod’18) [40] e no XXXI Simpdsio Brasileiro de Telecomu-
nicagdes (SBrT’13) [39].

55



56 CAPITULO 4. MMC COERENTE SOBRE ANEIS DE CADEIA FINITOS

nédo necessariamente é um corpo finito.

Na verdade, a discussao apresentada no Capitulo 1 sobre codificacao
de rede na camada fisica considerou, por simplicidade, apenas o uso de
modulacdo ndo-codificada, na qual os sinais fisicos transmitidos pelos
nés podem ser qualquer sequéncia de ¢ simbolos da constelagdo. Na
camada superior, essa hipotese induziu um “espaco de pacotes” dado
por W = R’. No entanto, como mostrado recentemente por Nazer
e Gastpar [35], o emprego de modulagio codificada em codificagio de
rede na camada fisica, através de reticulados aninhados, apresenta di-
versas vantagens em termos do compromisso entre taxa alcancada e
probabilidade de erro. Nesse caso, de acordo com Feng, Silva e Kschis-
chang [12] (que apresentam uma extensao da teoria em [35]), o espaco
de pacotes W passa a ser um maddulo finito sobre um dominio de ideais
principais T (tipicamente os inteiros, Z, os inteiros gaussianos, Z[i], ou
os inteiros de Eisenstein, Z[w])!. Como tal, sabe-se que

W 2 T/{dy) x T/{dz) x - x T/{dy),

em que di,dsa,...,dy € T sdo elementos ndo-nulos e nao-inversiveis
satisfazendo d; | d2 | --- | dp e (d;) representa o ideal gerado pelo
elemento d;. Uma situacao particular frequentemente encontrada na
pratica é aquela na qual os d;s sdo todos poténcias de um dado primo
de T. Nesse caso, nao é dificil mostrar que o espago de pacotes W
também pode ser visto como um R-mddulo finito, em que R = T/{d)
é um anel de cadeia finito.

Este capitulo considera MMCs sobre anéis de cadeia finitos nos quais
o espago de pacotes é um modulo finito qualquer. Por simplicidade, é
assumido o cendrio coerente, em que as instancias da matriz de transfe-
réncia G sao desconhecidas do transmissor, mas disponiveis ao receptor.
Fora isso, nao é imposta qualquer restrigao as estatisticas de G, exceto
que essa deve ser independente de X.

1Médulos sdo estruturas algébricas que generalizam o conceito de espaco vetorial,
de corpos para anéis: se R é um anel comutativo, entdo um “médulo sobre R” (ou,
mais comumente, “R-médulo”) é um conjunto no qual estd definida a soma de
elementos e a multiplicagdo de elementos por um escalar (isto é, um elemento do
anel R), satisfazendo as mesmas propriedades exigidas para espagos vetoriais. O
Apéndice A apresenta uma revisdo da teoria basica de anéis comutativos e médulos
sobre tais anéis.
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Inicia-se revisando alguns conceitos basicos acerca de anéis de cadeia
finitos (§4.2) e de &lgebra linear sobre tais anéis (§4.3). O modelo do
canal é entdo apresentado (§4.4). Como contribuigoes, é obtida uma
expressao fechada para a capacidade do canal (§4.5) e é proposto um
esquema de codificagdo capaz de alcangar essa capacidade em tempo
polinomial (§4.6). O esquema combina uma sequéncia de cédigos sobre
um corpo finito para obter um cédigo sobre o anel de cadeia finito e é
baseado na expansdo m-ddica de elementos do anel.

Os resultados aqui apresentados estendem (e fazem uso de) alguns
daqueles obtidos por Yang et al. [55], o qual lida com o caso de corpos
finitos. Vale também mencionar que uma generalizacao dos resultados
de Silva, Kschischang e Kotter [49], de corpos para anéis de cadeia
finitos, é apresentada em [11, 10].

4.2 Anéis de cadeia finitos

Apresentam-se aqui alguns conceitos sobre anéis de cadeia finitos. No
decorrer deste trabalho, subentende-se pelo termo anel um anel comu-
tativo com identidade aditiva 0 e identidade multiplicativa 1, em que
1 # 0. Para mais detalhes, encaminha-se o leitor para [31] ou [37].

Um anel R é dito ser um anel de cadeia se, para quaisquer ideais
I,J de R, tem-se I C J ou J C I (em outras palavras, os ideais formam
uma cadeia quando ordenados com respeito a inclusao de conjuntos, C).
Uma vez que corpos possuem apenas ideais triviais (isto é, {0} e R),
todo corpo é um anel de cadeia.

Proposigao 4.1. Seja R wm anel finito. Entdo, R é um anel de ca-
deia se e somente se R for simultaneamente um anel de ideais principais
(isto €, um anel no qual todos os ideais sao gerados por um Unico ele-
mento) e um anel local (isto €, um anel com um dnico ideal mazimal).

No que segue, (x) denota o ideal gerado por € R

EXEMPLO. Existem onze anéis nao-isomorfos de ordem 4, incluindo
0s néo-comutativos e os sem identidade multiplicativa [38, 7]. Quatro
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Zs]i] Fy
Y (1

Figura 4.1: Ideais dos anéis comutativos com identidade de ordem 4.

deles sao comutativos com identidade multiplicativa, a saber,

Z4 =40,1,2,3},
Zs X Zy = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1},
]F4 = {07 ].,O[, 1+ Oé},
em que, em Zsy X Zso a adicao e a multiplicacao sao efetuadas entrada-
a-entrada, em Zs[i] vale i = 1 e em F, vale o = 1+ a. Todos eles sdo
anéis de ideais principais, em que
e Em Z4I
(0) ={0}, (2)={0,2}, (1)=(3)="2Z.
e Em Zg X ZQZ
(00)y = {00}, (01) ={00,01}, (10) ={00,10}, (11) = Zgo X Zs.
e Em Zs[i]:
(0)={0}, (1+4)={0,1+4}, (1)=(i)="Za[i].
e Em F42
(0) ={0}, (1) =() =(1+0a)=TFy,

como ilustrado pela Figura 4.1. Da figura, fica claro que Zy4, Zs[i] e F4
sao anéis de cadeia, ao passo que Zso X Zso nao é. O
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Proposigao 4.2. Seja m € R um gerador do ideal mdzimo de R e seja
s o indice de nilpoténcia de 7 (isto é, o menor inteiro tal que ™ = 0).
Entao, R possui precisamente s + 1 ideais, a saber,

R=(1)>(m)D > (1) > (x*) = {0}.

Neste trabalho, o pardmetro s é chamado de profundidade de R.
Adicionalmente, sabe-se que o quociente R/(m) é um corpo finito, cha-
mado de corpo residual de R. Pode-se mostrar que, se g for a ordem do
corpo residual de R, entdo o tamanho de cada ideal de R é |(r%)]| = ¢°¢,
para 0 < i < s. Em particular, |R| = ¢°, de modo que, analogamente

a0 que ocorre com corpos finitos, o tamanho de um anel de cadeia finito
é sempre uma poténcia de primo. Note que s = 1 (isto é, o anel possui
apenas os dois ideias triviais) se e somente se R for um corpo finito.

ExempPLO. Considere Zg = {0,1,...,7}, o anel dos inteiros modulo 8.
Seus ideais sdo (1) = Zs, (2) = {0,2,4,6}, (4) = {0,4} e (0) = {0}
(de modo que s = 3) e seu corpo residual é Zg/(2) = Fy (de modo
que ¢ = 2). De maneira mais geral, se p é um nimero primo e s é
um inteiro positivo, entdo Z,s ¢ um anel de cadeia de profundidade s
e corpo residual de ordem p. O

Durante o restante deste capitulo, R denota um anel de cadeia com
profundidade s e corpo residual de ordem ¢. Além disso, m € R denota
um gerador para o ideal principal de R e I' C R denota um conjunto
fixo de representantes de classes laterais (cosets) do corpo residual de
R. Sem perda de generalidade, assume-se que 0 € I'.

Proposigao 4.3. Todo x € R pode ser escrito unicamente como

s—1
T = E 207t
i=0

em que D €T, para 0 < i < s.

A expressio acima é conhecida como expansdo m-ddica de x (com
relacio a I).

EXEMPLO. A expansdo 2-ddica de 6 € Zg com relagio a I' = {0,1} é
6=0-204+1-21 4122 isto é, a expansio binaria usual de 6. O
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Note que a unicidade da expansao m-adica (fixado I') permite que
sejam definidos os mapeamentos (-)(i) :R— T, para 0 <i < s. Tam-

bém define-se
i—1

=3 a0,
=0
para 0 <14 < s. Pode-se mostrar que

=z,

para todo x € R, em que =, denota congruéncia médulo a (isto é,
T =,y se e somente se © —y € (a)). Em particular, (0 = 21 = z.

4.3 Algebra linear sobre anéis de cadeia finitos

Esta se¢ao apresenta alguns resultados fundamentais de algebra linear
sobre anéis de cadeia finitos. Os trabalhos [20] e [4] servem como refe-
réncia.

4.3.1 Moébdulos sobre anéis de cadeia finitos

Um s-shape é uma lista ndo-decrescente de s inteiros nao-negativos.
Seja p = (fo, - .-, ps—1) um s-shape. Define-se

Ko M1— Mo Ms—1—Hs—2

Sendo um produto cartesiano de ideais de R, sabe-se que R* é um
R-médulo. Reciprocamente, tem-se o seguinte.

Proposigao 4.4. Seja M um R-mddulo finito. Entdo,
M = R!
para um s-shape unico p.

Diz-se entao que u é o shape de M, escrevendo-se u = shape M.

Observagdo: No caso de espagos vetoriais, é bem conhecido que, se M
¢ um espago vetorial finito sobre um corpo finito F,, entao M = Fp",
em que m = dim M é a dimensdo de M. Dessa forma, o conceito de
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shape de um R-médulo M generaliza o conceito de dimensao de um
espago vetorial. (No caso em que R é um corpo finito, entdo s = 1 e
um s-shape é simplesmente um tnico inteiro.)

Proposigao 4.5. Seja p um s-shape. Entdo,
|RH| = q\u\
em que || € definido como || = po + 1 + -+ + prs—1-
EXEMPLO. Seja R = Zg (de modo que s = 3) e u = (2,3,4). Entéo,

= (1) x (1) x (2) x (4)

= {(x1, 2, 223,4x4) : X1, T2, 23,24 € R}.

Tem-se |R*| =8-8-4-2 =512 = 22+3+4 — glul, O

Seja 1 = (uo, 41, - - -, phs—1) um s-shape. Define-se p —n = (ug —
N,y — N,y ...,Hhs—1 —n), que também é um s-shape. Além disso, por
conveniéncia, escreve-se o s-shape (m,m, ..., m) simplesmente como m.

De acordo com essa convencio, R™ representa o mesmo objeto, seja m
interpretado como um inteiro ou como um s-shape.

4.3.2 Matrizes sobre anéis de cadeia finitos

Para qualquer subconjunto S C R, denota-se por S™*™ o conjunto de
todas as matrizes m x n com entradas em S. O conjunto de todas as
matrizes n X n inversiveis sobre R é chamado de grupo linear geral de
grau n sobre R, denotado por GL,,(R).

Seja A € R™*™ e defina r = min{n, m}. Uma matriz diagonal (ndo
necessariamente quadrada)

D= diag(dl,dz, ey dr) S Rmxn

é dita ser uma forma normal de Smith de A se existirem matrizes
P € GL,,(R) e Q € GL,(R) tais que A = PDQ e dy | da | -+ | dp.
E sabido que matrizes sobre anéis de ideais principais (em particular,
anéis de cadeia finitos) sempre possuem forma normal de Smith, a qual é
Unica a menos de multiplicagao das entradas da diagonal por elementos
inversiveis do anel. Neste trabalho, sera exigido que as entradas da
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diagonal sejam poténcias de m € R; por conseguinte, a forma normal
de Smith torna-se de fato tnica.

Sejam row A e col A os espagos linha e coluna, respectivamente, de
A € R™*™.  Utilizando a forma normal de Smith, pode-se mostrar
que row A é isomorfo a col A. Define-se o shape da matriz A como
shape A = shape(row A) = shape(col A).

Observagdo: Assim como shape M generaliza a dimensdao de um R-
médulo M, tem-se que shape A generaliza o conceito de posto de uma
matriz A com entradas em R.

Proposigao 4.6. Sejam A € R™*™. Entdo, p = shape A se e somente
se a forma normal de Smith de A for dada por

. s—1 s—1
diag(1,..., 1,7, ...,7, ..., 7% " ...,7°"1,0,...,0),
—— —— —_——— ——
Ho H1—Ho Hs—1—Hs—2 T—Hs—1

em que r = min{n, m}.

EXEMPLO. Considere a matriz

A=

4 3 6
6 7 2

sobre Zg. Entao, A = PDQ, em que

4 3 6
1 0 1 0 0
P = , D= ., Q=11 2 6/,
1 1 0 20
5 6 3
de modo que shape A = shape D = (1,2,2). O

4.3.3 Matrizes com restricoes nas linhas

Seja A um s-shape. Denota-se por R"** o subconjunto de matrizes em

R™* cujas linhas sdo elementos de R*, em que £ = \,_;. De acordo

com a Proposicio 4.5, tem-se que |R™**| = g™,
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EXEMPLO. Seja R = Zg. Em adigdo, sejam n =2 e A = (1,2,3), de
modo que ¢ = 3. Entéo,

2 4
R”X)‘ _ { Z11 Z12 3013] ‘3 € R} C Rnxe_

To1 2wy 4xas
Note que a matriz A do exemplo anterior ndo pertence a R™**, ao
passo que a matriz D pertence. O]

Finalmente, estende-se os mapeamentos (-)(?) de elementos de R
para matrizes e vetores com entradas em R, entrada-a-entrada. Assim,
A € R™ se e somente se AW = [B; 0] € I™**  para algum B; €
XA 0<i<s.

4.4 Modelo do canal

Seja R um anel de cadeia finito com profundidade s e corpo residual
de ordem ¢g. Como dito anteriormente, este capitulo estuda MMCs co-
erentes sobre R nos quais o espago de pacotes W é um R-médulo finito
qualquer. Assim, tendo em vista a Proposicao 4.4, pode-se assumir que
W = R* para algum s-shape A\. Como consequéncia, a matriz de en-
trada X (cujas linhas sdo n pacotes) e a matriz de saida Y (cujas linhas
sao m pacotes) podem ser interpretadas como matrizes com restrigoes
nas linhas, isto ¢, X € R"* e Y € R™¥A,

Seja pg uma distribui¢do de probabilidade sobre R™*"™. De forma
analoga a Secao 2.3, define-se o MMC coerente sobre R como um DMC
com alfabeto de entrada X = R™**, alfabeto de saida ) = R™** x
R™*™ e probabilidade de transicio py g|x, a qual é induzida pela
distribui¢do pg. Denota-se o canal em questao por C-MMC(G, ).
Também faz-se uso da variavel aleatéria

p = shape G,
distribuida de acordo com

polp)= >  pal@).
G:shape G=p

Por fim, é definido ¢ = As_; (comprimento do pacote).
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4.5 Capacidade do canal

Inicia-se determinando a capacidade do MMC coerente sobre anéis de
cadeia finitos. O seguinte resultado generaliza o Teorema 2.3.

Teorema 4.7. A capacidade de C-MMC(G, ), em simbolos q-drios
por uso do canal, é dada por

s—1

C= Z Elps—i—1]\i,

i=0
sendo alcancada se a entrada é distribuida uniformemente sobre R™*.
Em particular, a capacidade depende de pg apenas através de E[p].

A prova faz uso do seguinte lema.

Lema 4.8. Sejam X € R™* uma matriz aleatoria, G € R™*™ uma
matriz deterministica e p = shapeG. Defina Y = GX € R™ . En-
tao,

s—1
HY)< Z Ps—i—1\i,
i=0

com igualdade se X for uniformemente distribuida sobre R™**.

Demonstracao. Note que X e Y podem ser expressos como

X = |:XO Xl Xs—1:| )

Y=[% v - Y,

em que X; € (r)n*Xi=di-1) ¢ ¥; € (gt)m*(Ai=Ai-1) para 0 < i < s.
Tem-se
K = GXZ"

de modo que o suporte de cada coluna da matriz Y; é um subconjunto
de col 7'G. Uma vez que shape 7'G = (0,...,0, po, ..., ps—i—1), tem-se,
a partir da Proposicio 4.5, que |col 7'G| = gt +Ps=i-1 Portanto, o
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suporte de Y tem tamanho de no méaximo

s—1 s—1
H ‘ColﬂzG‘)\i_)\ifl — H g(PotHpe—i-)(Ai=Xin)
=0 i=0

:qzs lps i— 1)\

de onde a desigualdade segue.

Suponha agora que a matriz X seja uniformemente distribuida so-
bre R™**. Isso significa que cada bloco X; é uniformemente distribuido
sobre (r)"*(Ai=Xi-1) " possfvel mostrar que existe X/ uniformemente
distribuido sobre R"*(X\i=Xi-1) tal que X; = 7' X/. Seja y a coluna de
Y;, cujo suporte é colm'G. Uma vez que Y; = GX; = n'GX/, tem-se,
para todo y € col T'G, que

{z' € R" : m'Ga’ = y}|
|R"|

Prly =y] =
| kern'G|
| "
B 1
~ Jeol G|’

ou seja, a coluna y é uniformemente distribuida sobre seu suporte.
Assim, a matriz Y também deve ser uniformemente distribuida sobre
seu suporte. Isso conclui a prova. O

Demonstracio do Teorema 4.7. A informacado mitua do canal é dada
por

I(X;Y,G)=I(X;Y|G) + I(X;G)
=H(Y|G) - H(Y|X,G)+I(X;G)
=H(Y|G),

em que H(Y|X,G)=0poisY =GX e I(X;G) =0 pois X e G sdo
estatisticamente independentes. Portanto,

I(X;Y,G)=H(Y|G) = }]m HY|G=QG)

e o resultado segue do Lema 4.8. O
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4.6 Esquema de codificacao

Aqui propGe-se um esquema de codificacido para o canal, o qual é ba-
seado na expansio m-adica discutida na Sec¢do 4.2. Por simplicidade de
exposicao, inicia-se descrevendo o esquema para o caso particular de
c6digos one-shot. O caso geral serd discutido em seguida. De agora em
diante, seja F, = R/(m).

4.6.1 Resultados auxiliares

Antes de descrever o esquema de codificagao proposto, sdo apresentados
dois lemas que tratam da solugao de sistemas de equagoes lineares sobre
um anel de cadeia finito. O primeiro deles converte um sistema de
equagoes lineares sobre um anel de cadeia finito em multiplos sistemas
sobre o corpo residual. As demonstragoes se encontram na Secdo 4.7.

Lema 4.9. Sejam y € R™ e G € GL,(R). Seja x € R"™ a solugio de
Ax =vy. Entdo, a expansao m-ddica de x pode ser obtida recursivamente

através de _
AO L) = y(i) _ (Axi) (’),

para 0 < i < s. [Lembre-se de que A € GL,(R) se e somente se
A € GL,(F,).]

O segundo problema trata da solucdo de sistemas diagonais de equa-
coes lineares. No que segue, A;.;; denota a submatriz de A contendo
a linha j até (mas nédo incluindo) a linha j', em que as entradas das
matrizes sdo indexadas comecando de 0.

Lema 4.10. Seja Y € R™** ¢ D € R™* ", em que D estd na forma
normal de Smith e tem shape p. Se Y = DX, entdo

(4)
YOZPO
. Y(z-‘rl)
() _ PO:P1L
XOil’s—i,—l - : )
Y(iJrsf 1)

Ps—i—2Ps—i—1

para 0 <17 < s.
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EXEMPLO. Seja R = Zg, com m = 2 e I' = {0,1}. Sejan = 5,
m =4e X = (3,4,6). Suponha que p = (1,3,4), de modo que D =
diag(1,2,2,4) € Zg“. Em adic¢éo, suponha que

6 7 1 2 0 4

Y:642000

0 26 400

4 0 4 0 00

Dai, pode-se concluir que

(011 1 (1101 ] (11000 1]
101 1100 I EEE R
XO=1011 XD =10010 XD = |k owowow k],
101 * k% k% % ok ok ok k% %
EXR | EXEE T EEEEEEY

em que * denota entrada desconhecida e espago em branco denota en-
trada igual a zero. Note que as entradas desconhecidas sdo devido a
p = shape D, enquanto que as entradas em branco sdo devido a A (veja
a Segdo 4.3). O

4.6.2 Construcao do codigo

Sejam Cy,Cy, . ..,Cs—1 (chamados de cddigos componentes) codigos ma-
triciais one-shot sobre o corpo residual Fy, em que cada C;, para 0 <
1 < 8, é um cédigo para C-MMC(G;, \;), para alguma matriz de trans-
feréncia G; € F;**". Os cédigos componentes serdo combinados para
se obter um c6digo matricial C one-shot sobre o anel de cadeia R, pro-
jetado para C-MMC(G, \). O cédigo C é chamado de cddigo composto.

Denota-se por ¢ : R — F, a projegao natural de R sobre [F, e por
¢ : F, — I' o mapeamento seletor do representante da classe lateral,
que possui a propriedade de que ¢(@(z)) = = para todo x € F,. O
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cédigo C € R™* é definido por

s—1

C = {ZX”W X, €C,0<i< s}
1=0

em que

X0 = lp(x;) o] er. (4.1)

Verifica-se que C de fato satisfaz as restricoes de R™**.

4.6.3 Decodificacao

O procedimento de decodificacao é descrito a seguir, sendo baseado nas
ideias da Subsecao 4.6.1. Intuitivamente, o decodificador decompde
um tnico MMC sobre o anel de cadeia em multiplos MMCs sobre o
corpo residual. No que segue, A;x denota a submatriz j x k superior-
esquerda de A.

Passo 1. O decodificador, que conhece a matriz de transferéncia
@, inicia computando D € R™*"  a forma normal de Smith de G. O
decodificador também calcula P € GL,,(R) e @ € GL,(R) tais que
G = PDQ.

Passo 2. Seja X 2 QX e R* (que é desconhecida pelo deco-
dificador) e Y £ P~1Y € R™** (que ¢ calculada pelo decodificador),
de modo que Y = GX equivale a Y = DX. Dessa equacdo, o de-
codificador obtém informa%éo parcial sobre X. Mais precisamente, o

%0 Para 0 <4 < s, de acordo com o
smis1XAg

decodificador computa f(;
Lema 4.10.

Passo 3. De posse de X’S) para 0 < i < s, o decodificador

s—i—1XA;?
tentard entdo decodificar X baseado na equacéo

X =QX,

em um estilo similar a decodificacdo multi-estdgio. De fato, analoga-
mente ao Lema 4.9, tem-se, para 0 < i < s,

X0 — (Qx1) D= 0O x),

Considerando apenas as ps_;—1 linhas superiores (pois as linhas restan-
tes sdo desconhecidas) e mantendo apenas as \; colunas da esquerda
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(pois sabe-se de antemao que as colunas restantes sio nulas), obtém-se

(i i @ _ 0 i
X;()S),i,l xNi (st—i—l ><TLX7L><>\7-,) = Q;s)_f,_1 XHX7(L>)<>\,-'

Projetando em FF,, (ou seja, aplicando ¢ em ambos os lados da equagéo)
e acrescentando suficientes linhas nulas (de modo a se obter um sistema
m X n), chega-se finalmente a

Y, = Gy X, (4.2)

em que Y; € IF;”XA’L' e G; € F""" sao definidas por

- i @
Y,i _ (p(Xés)_i—l X)\i) - @((st,i,lannX)\i) ) , (43)

0

Gi _ [w(QpSBi_lxn)l ) (44)

Note que Y; s6 pode ser calculado depois de se conhecer Xy, X1,...,
X,_1. Portanto, neste passo, o decodificador obtém, sucessivamente,
estimativas de Xo, X1,...,Xs—1 de acordo com (4.2). Apds isso, o
decodificador calcula uma estimativa de X utilizando (4.1) e a expansao
m-adica.

4.6.4 Extens3o para o caso multi-shot

Por fim, considera-se o caso multi-shot. Seja Cy,Cy,...,Cs—1 uma
sequéncia de codigos matriciais componentes de comprimento N, em
que C; C (FZXM)N, para 0 < ¢ < s. As palavras-cddigo do cddigo
matricial composto C sao entdo dadas por (X(1),X(2),...,X(N)) €
(RVMN em que X (j) é obtido da j-ésima coordenada das palavras-
c6digo dos codigos componentes, de maneira analoga ao caso one-shot.
Prosseguindo como nos Passos 1 e 2 acima, o decodificador obtém
X @)X G XS () e Q). para j = 1,... N,
O Passo 3 é também analogo, com o detalhe importante de que, antes de
prosseguir ao estdgio ¢ + 1, a sequéncia (X;(1), X;(2),...,Xi(N)) € C;
é decodificada por completo, com base em (Y;(1),Y:(2),...,Y:(N)) e
(Gi(1),Gi(2),...,Gi(N)), utilizando o decodificador de C;.
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4.6.5 Taxa, probabilidade de erro e complexidade

Do esquema proposto, fica claro que o i-ésimo c6digo componente deve
ser projetado para C-MMC(Gj, \;), em que a matriz G; € Fy**" ¢
definida em (4.4). Em principio, poderia-se calcular a distribui¢io de
probabilidade de G; se a distribuicao de G for conhecida. No entanto,
se for utilizado um dos esquemas de codificagdo propostos em [55] (veja
o Capitulo 2), o conhecimento exato da distribuicdo de G; torna-se
desnecessério tao logo se saiba o valor esperado de seu posto. De (4.4),
tem-se rank G; = ps_;—1, de modo que, nesse caso, apenas é necessario
o conhecimento de E[p].

Seja C o codigo composto obtido dos cédigos componentes Co, Cy, . . .,
Cs_1. Entao, C tem taxa

R(C) =R(Cp) + R(C1) 4+ -+ -+ R(Cs—1),

em digitos g-arios. Além disso, do limitante da unido, a probabilidade
de erro é limitada superiormente de acordo com

Po(C) < Po(Co) + Po(C1) + - -+ + Po(Cs_1).

Assim, se cada C; alcanca a capacidade em C-MMC(G;, )\;), tem-se
R(C;) arbitrariamente proximo de E[ps_;_1]\; e Pe(C;) arbitrariamente
préximo de zero, para 0 < @ < s. Por conseguinte, tem-se R(C) arbitra-
riamente préximo de >, E[ps_;_1]A; (a capacidade do canal) e P¢(C)
arbitrariamente préximo de zero.

A complexidade computacional associada & decodificacdo do c6-
digo composto é simplesmente a soma das complexidades individuais
das decodificacoes de cada cédigo componente, acrescida do custo de
calcular a forma normal de Smith de G (o que pode ser feito com
O(nmmin{n, m}) operacdes em R), do custo de calcular Y (o que re-
quer O(m?(m + ¢)) operacdes) e do custo de s — 1 multiplicagdes e
adigdes matriciais em (4.3) (o que exige O(n%¢) operacdes cada).

4.7 Demonstracoes omitidas

Os seguintes fatos algébricos serdo uteis nas demonstragoes a frente.

Lema 4.11. Sejam x,y,z € R. Entdo
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(”) (I + yﬂ'i + Z7Ti+1)(i) =, x(l) 4 y(O).

Demonstra¢igo. A primeira afirmagdo segue imediatamente da unici-
dade da decomposi¢do m-ddica. Para a segunda afirmacao, tem-se

(@)

s—1 s—1 s—1

(2 + 7y + 7120 = [ 3 wiz0) 42t 3wy 4t Y )
§=0 §=0 §=0

. ()
@ 3wz 4 aiy(©
j=0
i—1 @
= [ w4 i@ 4y )

=0
o 0
@ (wz(x(l) + y(o)))
9 (a0 1) O _ 0,0

em que (a) segue pois multiplos de 7+ ndo contribuem para o valor
do i-ésimo termo da expansao m-ddica, (b) é verdadeiro pela unicidade

da expansao m-ddica e (c) segue de (i) com j = 0. O

Demonstracio do Lema 4.9. Para 0 < i < s, tem-se

i—1 s—1
y= Az = AZx(j)Wj + AzO7t 4 A Z Wi,
§=0 j=i+1

de modo que, do Lema 4.11, deduz-se que
y =, (Azt) @ 4 (Ax(i))(o).

Apés simplificar e rearranjar os termos, segue o resultado. Note que,
uma vez que A© ¢ GL,,(F,), é sempre possivel calcular, recursiva-
mente, 20,z gD, O
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Demonstra¢io do Lema 4.10. Note que Y = DX ¢ equivalente a

Yb:po = XO:poa
YPoipl = 7TXP01P1’
Ypa‘72:p871 = 7T5_1Xp872:p571.
Pelo Lema 4.11, isso implica em
) ) _
X =y 0<i<s,
)yt ,
X/SZ):m - Yp(g:m)’ O<i<s—1,
Xf(’i)—zil’s—l = Yp(:jr;:;slzﬂ 0 S i < 1’

de onde segue o resultado. O



CAPITULO D

Conclusao

Este trabalho considerou canais matriciais multiplicativos sobre corpos
e anéis de cadeia finitos, os quais sao modelos adequados para a comu-
nicacdo fim-a-fim em redes que operam de acordo com codificacao de
rede linear (possivelmente na camada fisica). O enfoque adotado foi
probabilistico, fazendo uso da teoria da informacao.

Foram abordados dois problemas. No primeiro deles (Capitulo 3),
foram estudados MMCs néao-coerentes sobre corpos finitos nos quais
a matriz de transferéncia é uniformemente distribuida dado o valor de
seu posto. Foi defendida a aplicagdo desse modelo de canal em sistemas
que operam com codificagao de rede linear aleatdria cujos enlaces estao
sujeitos a apagamentos, uma vez que acredita-se que tal modelo é fle-
xivel o suficiente para capturar as caracteristicas essenciais do sistema,
ao mesmo tempo em que mantém tratabilidade matematica. Isso con-
trasta com outros modelos de canal considerados, os quais sdo muito
restritivos ou muito complexos. Como contribuigoes, foi mostrado que
o problema do célculo da capacidade do canal pode ser reduzido a so-
lucdo de um problema de otimizagao convexa sobre n + 1 varidveis (ao
invés de ¢™*), o qual pode ser resolvido por métodos numéricos bem
estabelecidos. Os resultados foram entdo especializados para o impor-

73
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tante caso de entrada de posto constante, no qual foi possivel obter
uma forma fechada para a capacidade. Para tamanho do corpo ou
comprimento do pacote assintoticamente grande, foi mostrado que en-
trada de posto constante é 6tima. Finalmente, foi provado que, mesmo
nesse modelo mais geral, codificagdo de subespago ainda é suficiente
para alcancar a capacidade. Muitos dos resultados obtidos generalizam
conclusoes obtidas previamente na literatura.

No segundo problema abordado (Capitulo 4), foram investigados
MMCs sobre anéis de cadeia finitos, os quais tém aplicacbes praticas
em codificacdo de rede na camada fisica baseada em reticulados ani-
nhados. Como contribuigdes, a capacidade do canal foi determinada,
generalizando o resultado correspondente para corpos finitos. Além
disso, um esquema de codificagdo pratico que alcanga a capacidade foi
proposto, combinando vérios c6digos sobre o corpo residual para obter
um novo coédigo sobre o anel de cadeia.

Trabalhos futuros
Como futuras linhas de pesquisa, sugere-se o seguinte.

(i) O projeto de esquemas praticos de codificagdo para o MMC néo-
coerente sobre corpos finitos. No caso em que o comprimento do
pacote, ¢, é arbitrariamente grande, pode-se adaptar os c6digos
de Yang et al. [55, 56, 57] para o MMC coerente através do uso
de cabecalhos. No entanto, para £ pequeno, o problema parece
estar ainda em aberto. Um primeiro passo nessa direcao foi o
recente trabalho de Yang [52]; no entanto, algoritmos eficientes
de codificacdo e decodificagdo nao foram fornecidos.

(#) A determinagédo da capacidade do MMC néo-coerente sobre anéis
de cadeia finitos (em outras palavras, uma extensdo simultdnea
dos resultados obtidos nos Capitulos 3 ¢ 4 desta tese). Nessa
linha, a distribuicdo de probabilidade “uniforme dado o shape”
parece ser de fundamental importancia.

(#it) A extensdo dos resultados obtidos para o MMC coerente, de anéis
de cadeia finitos para anéis de ideias principais finitos (dos quais
anéis de cadeia finitos sdo casos particulares). De fato, como
mostrado por Feng, Silva e Kschischang [12], o espaco de pacotes
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induzido por codificagdo de rede na camada fisica via reticulados
aninhados é, no caso mais geral, um médulo W sobre um anel de
ideais principais finito R.

O célculo analitico da distribui¢do de posto em func¢do de uma
dada topologia de rede. Este problema aparenta ser desafiador
mesmo no caso mais simples no qual os enlaces sao livres de apa-
gamento.

O estudo do canal matricial aditivo-multiplicativo (AMMC, do in-
glés additive-multiplicative matrix channel) ndo-coerente, o qual
é definido pela expressao Y = GX + Z. Limitantes superio-
res e inferiores sobre a capacidade foram apresentados por Silva,
Kschischang e Kotter [49], mas um cdlculo mais preciso da capa-
cidade ainda estd em aberto. Resultados preliminares nessa linha
ja foram obtidos, em que é assumido que tanto G' quanto Z sao
u.g.r. De fato, o Lema B.4 implica que a probabilidade de tran-
sicao py|x (Y|X) do AMMC depende de X e Y apenas através
de rank X, rankY e dim({(X) U (Y)). Com isso, acredita-se que
(analogamente ao MMC) o AMMC apresente propriedades de si-
metria em bloco [43] e que a capacidade também seja atingida
por entrada u.g.r.

A generalizacdo, de corpos para anéis de cadeia finitos, dos re-
sultados de Silva e Kschischang [47], em que sdo determinadas
condigoes necessarias e suficientes sob as quais um c6édigo matri-
cial é bem-sucedido em sua tarefa de correcido de erros e defici-
éncias de posto em um modelo de canal adversario. Resultados
preliminares para o caso sem erros de enlace ja foram obtidos.






APENDICE A

Anéis e modulos

Este apéndice revisa conceitos béasicos da teoria de anéis comutativos
e médulos sobre tais anéis. Para mais detalhes, veja qualquer livro de
algebra abstrata, como, por exemplo, [8] ou [21].

A.1 Anéis comutativos

A.1.1 Definicoes iniciais

Um anel é um um conjunto R juntamente com duas operagoes bindrias,
adi¢io, + : R X R — R, (r,s) — r + s e multiplicagio, - : R X R — R,
(r, s) — rs, satisfazendo o seguinte:

(i
(it) a+b="0b+ a, para todo a,b € R,

(a+0b)+c=a+ (b+c) para todo a,b,c € R,

)
)
(#7) Existe 0 € R tal que a + 0 = a para todo a € R,

(v) Para todo a € R, existe —a € R tal que a + (—a) = 0.

(v) (ab)e = a(bc), para todo a,b,c € R,

(vi) a(b+c¢) =ab+ ac e (a+ b)c = ac + be, para todo a,b,c € R.

7
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Note que as propriedades (i)—(iv) acima sdo equivalentes a dizer que R
é um grupo abeliano com relagao a adigao.

Além disso, este trabalho considera apenas anéis com identidade
multiplicativa, de modo que uma outra propriedade é exigida:

(vii) Existe 1 € R tal que la = al = a para todo a € R.
Adicionalmente, o anel é dito ser comutativo se
(viii) ab = ba, para todo a,b € R.

Neste trabalho, a menos que explicitamente indicado, serdo consi-
derados apenas anéis comutativos. Além disso, é sempre assumido que
1+#0.

Como consequéncias imediatas das defini¢gdes, tem-se que Oa = 0
e (—1)a = —a para todo a € R. Além disso, pode-se mostrar que a
identidade aditiva (isto é, o elemento 0) e a identidade multiplicativa
(isto é, o elemento 1) de um anel séo tnicas.

A.1.2 Elementos inversiveis e divisores de zero

Seja R um anel (comutativo). Um elemento r € R é dito ser inversivel
se existir s € R tal que rs = 1. Esse elemento s é unicamente determi-
nado por r e é chamado de inverso multiplicativo de r, denotado por
s =r~'. Um elemento r € R é dito ser um divisor de zero se existir
s € R tal que s # 0 e rs = 0. Dessas defini¢oes, conclui-se que 1 é
inversivel e 0 é um divisor de zero. Pode-se mostrar o seguinte.

Fato A.1. Em um anel, um elemento ndao pode ser simultaneamente
inversivel e divisor de zero.

Dois elementos r1,72 € R sao ditos associados se ry = ure para
algum elemento inversivel u € R; escreve-se entdao r; ~ ry. Pode-se
mostrar que =~ ¢ uma relacao de equivaléncia em R.

A.1.3 Dominios e corpos

Um dominio de integridade (ou, simplesmente, dominio) é um anel no
qual o tnico divisor de zero é 0. Um corpo é um anel no qual todo
elemento nao-nulo é inversivel. Todo corpo é um dominio.



A.1. ANEIS COMUTATIVOS 79

EXEMPLO. Em Z, o anel dos niimeros inteiros, 1 e —1 sdo os tnicos
elementos inversiveis, 0 é o tnico divisor de zero, e todos os outros
elementos nao sao nem inversiveis nem divisores de zero. Em Q, o anel
dos ntimeros racionais, 0 é o Unico divisor de zero, e todos os outros
elementos sdo inversiveis. Assim, Z é um dominio e Q é um corpo.
Considere agora Zg = {0,1,2,3,4,5}, o anel dos inteiros modulo 6.
Pode-se mostrar que {1,5} sdo inversiveis e que {0, 2, 3,4} sdo divisores
de zero. Assim, Zg ndo é um dominio (muito menos um corpo). O]

A.1.4 ldeais

Um subconjunto nao-vazio I C R é dito ser um ideal de R se, para
todoz,ye€ler e R,

(i) x+y € 1, isto é, I é fechado com relagao & adigdo, e

(it) rxz € I, isto é, I é fechado com relagdo & multiplicagdo por ele-
mentos do anel.

Uma vez que aqui serdao considerados apenas anéis com identidade mul-
tiplicativa, o fechamento com relacao a negagao segue do caso particular
r = —1 acima.

Seja X C R. Denota-se por (X) o conjunto de todas as “combina-
¢oes lineares” (com coeficientes em R) dos elementos de X, isto &,

(X) & {cimy +corg+ -+ epxnic € Ryw; € X,neN})  (A)

Quando X = {z1,...,z,}, abrevia-se ({x1,...,2,}) por (x1,...,x,).
Note que, para um conjunto unitdrio X = {z}, (A.1) reduz para

(x) = {cx :c€ R}. (A.2)

Por defini¢do, (#) = {0}. Uma vez que (X)) é claramente um ideal de R,
chama-se tal conjunto de ideal gerado por X. Reciprocamente, se I é
um ideal de R, entdao I = (X) para algum X C R.

Nao é dificil mostrar que tanto R quanto {0} sdo sempre ideais
de R; esses sao chamados de ideais triviais. Um ideal I de R é dito ser
préprio se I # R, e nao-nulo se I # {0}. Tem-se I = R se e somente se
1 € 1. Un anel R é um corpo se e somente se R possuir apenas ideais
triviais.
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A.1.5 Ideais principais

Ideais da forma em (A.2), os quais sdo gerados por um tnico elemento,
recebem um nome especial: um ideal I é dito ser principal se existir x €
R tal que I = (x). A seguir sdo apresentados alguns fatos relacionados
com ideais principais.

(7) Se z ~ y, entdo (z) = (y).
(i) Se (x) C (y), entao (z,y) = (y).

Note que os ideais triviais sdo ideais principais: R = (1) e {0} = (0).

A.1.6 Anel quociente

Um ideal pode ser usado para construir o que é chamado de anel quo-
ciente. Seja I um ideal de R. Define-se a relagdo =; em R como segue:

a=;7bseesomentesea—>becl.

Usando as propriedades de ideais, nao ¢é dificil mostrar que =; é uma
relagdo de equivaléncia; a classe de equivaléncia de um elemento a € R
é dada por

a+I={a+r:rel}

e também é chamada de classe lateral. O conjunto de todas as classes
laterais é denotado por R/I; esse conjunto torna-se um anel, chamado
de anel quociente de R modulo I, se as operacdes de adicao e multipli-
cacao forem definidas, respectivamente, por

(a+1)+O+1)=(a+b)+1,
(a+ )b+ 1) = (ab) +1,
E possivel mostrar que tais operaces sio bem-definidas. A identidade
aditiva de R/T é 0+ I = I e a identidade multiplicativa é 1+ I.

Tem-se R/R = {0+ R} (um anel trivial) e R/{0} = {{r} : r € R}
(isomorfo ao préprio R).

A.1.7 Maximalidade e primalidade

Um ideal préprio M de R é dito ser um ideal mazimal se M ¢ I para
todo ideal préprio I # M de R. Pode-se mostrar (utilizando o Lema
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de Zorn) que todo anel tem pelo menos um ideal maximal.

Fato A.2. Seja M um ideal de R. Entao, M é um ideal mazimal se e
somente se R/M for um corpo. Tal corpo é chamado de corpo residual.

Para todo z,y € R, diz-se que z divide y, escrito como z | y, se
existir ¢ € R tal que y = cz. Note que z | y equivale a y € (z), o
que, por sua vez, equivale a (y) C (x). Um elemento ndo-nulo e nao
inversivel p € R é dito ser primo se p | ab implicar p | a ou p | b. Um
ideal proprio P de R é chamado de ideal primo se ab € P implicar
a € Poube P. Seja p € R nao-nulo. Entao, p é primo se e somente
se (p) for um ideal primo.

Note que, de acordo com as defini¢des, 0 nunca é um elemento
primo, enquanto que {0} pode ou ndo ser um ideal primo. Por exemplo,
{0} é um ideal primo em Z, mas nao é em Zg. De fato, {0} é um ideal
primo se e somente se o anel em questao for um dominio. Tal afirmacao
é um caso particular do fato a seguir.

Fato A.3. Seja P um ideal de R. Entdo, P € um ideal primo se e
somente se R/P for um dominio.

Combinando os Fatos A.2 e A.3 com o fato de que todo corpo é um
dominio, obtém-se o seguinte.

Fato A.4. Todo ideal maximal € um ideal primo.

Observagao: Primalidade nao deve ser confundida com irredutibilidade.
Um elemento nao-nulo e nao inversivel, r € R é dito ser irredutivel se
r = ab implicar a inversivel ou b inversivel. Em um dominio, se r for
primo, entdo r é irredutivel. Em um dominio de ideais principais (a
ser definido em breve), r é primo se e somente se r for irredutivel.

A.1.8 Nilpoténcia

Um elemento r € R é dito ser nilpotente se existir um inteiro positivo k
tal que 7 = 0. O menor inteiro positivo k tal que ¥ = 0, caso exista,
é chamado de indice de nilpoténcia de r. Alguns fatos imediatos:

3

Fato A.5. O elemento 0 é sempre nilpotente, com indice de nilpo-
téncia 1. Todo elemento nilpotente é um divisor de zero. Ndo existe
elemento simultaneamente nilpotente e inversivel. Em um dominio, o
Unico elemento nilpotente é 0.
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O conjunto de todos os elementos nilpotentes de um anel é chamado
de nilradical.

Fato A.6. O nilradical de um anel é um ideal. O nilradical é dado
pela intersecgdo de todos os ideais primos.

ExEMPLO. Considere Zis, o anel dos inteiros modulo 12. Os ideais
primos sdo (2) = {0,2,4,6,8,10} e (3) = {0,3,6,9}. O nilradical é
N = {0,6}, o qual é igual a (2) N (3). Em Zg, o anel dos inteiros
modulo 8, existe apenas um ideal primo, dado por (2) = {0,2,4,6},
que é o préprio nilradical. O

A.1.9 Produto de anéis

Sejam R e S dois anéis. Entao, o produto cartesiano R x S torna-
se um anel se as operagoes de adigdo e multiplicacdo forem definidas
entrada-a-entrada, ou seja,

(r1,81) + (12, 82) = (11 + 72,51 + 52),
(7"1,81)(7'2,82) = (T1T278182)7

para todo (r1,s1),(r2,s2) € R x S. A identidade aditiva é (0Og,0s),
em que Ogr e Og sdo as identidades aditivas de R e .S, respectivamente.
Analogamente, a identidade multiplicativa é (1g, 1g). Essa defini¢do se
estende naturalmente para um nimero arbitrario de anéis.

A.1.10 Anéis locais e anéis de ideais principais

Define-se o seguinte:

(¢) Um anel local é um anel que possui exatamente um ideal maximal
(e, portanto, um unico corpo residual).

(it) Um anel de ideais principais é um anel cujos ideais sdo todos
principais.
A seguir apresenta-se alguns fatos basicos sobre anéis de ideais prin-

cipais (veja, por exemplo, [59, §IV.15]).

Fato A.7. O produto de anéis principais é também um anel principal.
O quociente de um anel principal € também um anel principal.
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Caso o0 anel seja um dominio, ele também é chamado de dominio de
ideats principais. Obviamente, todo corpo é simultaneamente um anel
local e um dominio de ideais principais, mas a reciproca é falsa (veja o
exemplo a seguir).

ExEMPLO.
(i) Z, o anel dos ntimeros inteiros, ¢ um dominio de ideais principais.
De fato, pode ser mostrado que (aj,as,...,a,) = (b), em que
b € Z é o maximo divisor comum entre a,as,...,a, € Z. No

entanto, Z nao é um anel local, uma vez que os ideais maximais
sdo precisamente os ideais primos (0), (2), (3), (5), (7), (11), etc.

(%) Zp, o anel dos inteiros p-adicos, é um dominio de ideais principais
e um anel local. No entanto, Z, nao é um corpo.

(#it) Z[X], o anel dos polindémios com coeficientes inteiros, é um domi-
nio, mas nao é nem um anel principal nem um anel local. Pode-se
mostrar que (2, X) é um ideal ndo-principal. Os ideais maximais
de Z[X] séo da forma (p, f(X)) em que p é um nimero primo e
f(X) € Z[X] é irredutivel médulo p.

O

A.2 Mabdulos sobre anéis comutativos

Durante o decorrer desta secao, seja R um anel comutativo com iden-
tidade aditiva 0 e identidade multiplicativa 1, em que 1 # 0.
A.2.1 Definicoes iniciais

Um R-médulo é um conjunto U juntamente com uma operagao bindria,
adi¢io, + : U x U = U, (u,v) — u+wv e uma funcdo, multiplicagio por
escalar, - : R x U — U, (r,u) — ru, satisfazendo o seguinte:

(i) U é um grupo abeliano com relacao a adicao,
(i) (r+s)u = ru-+ su,
(iit) r(u+v) =ru+ro,

)

(rs)u = r(su),

(iv
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(v) lu=u,

para todo r,s € Reu,v € U.
Consequéncias imediatas: Para todo r € R e u € U tem-se r0 = 0,
Ou=0e (—1)u=—u.

Observagio: Note que o simbolo 0 também é usado para denotar a
identidade aditiva de U. O contexto tornara claro se esta-se referindo
a0e RouleU.

ExEMPLO. Como casos especiais de médulos, tem-se:

e F-mdédulos sdo 0o mesmo que espacos vetoriais sobre F' (em que
F é um corpo).

e 7Z-modulos sdo o mesmo que grupos abelianos. Nesse caso, mul-
tiplicacao por escalar é definida como adigdo repetidas vezes.

e Se I é um ideal de R, entdo I é um R-médulo. Adi¢do e multipli-
cagao por escalar no médulo sdo definidos como adigdo e multipli-
cacdo em R, respectivamente. Em particular, R é um R-modulo.

O

A.2.2 Submoddulos

Seja U um R-médulo e V' um subconjunto nao-vazio de U. Diz-se
que V é um submddulo de U se V for fechado com relagdo a adicao e
multiplica¢do por escalar (ou seja, se x +y € V e re € V para todo
xz,y € Ver € R). Obviamente, {0} e U sdo sempre submédulos de U.

ExXEMPLO. No caso de espacos vetoriais, submédulos sdo o mesmo
que subspagos. Para grupos abelianos, submédulos sdo o mesmo que
subgrupos. Seja um ideal I de R como um R-médulo. Submédulos
de I sdo precisamente os ideais de R contidos em 1. O

A.2.3 Homomorfismo de médulos

Sejam U e V dois R-médulos. Um mapeamento ¢ : U — V é chamado
de um homomorfismo (de R-mddulos), também chamado de “mapea-
mento linear”; se ¢(z +y) = ¢(z) + ¢(y) e ¢(rz) = ré(x), para todo
z,yceUereR.
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A imagem de um homomorfismo ¢ é definida por
imgg £ {v €V :v=¢(u) para algum u € U},
e o nicleo de ¢ é definido por
ker ¢ £ {u € U : ¢(u) = 0}.

E possivel mostrar que img ¢ é um submédulo de V, ao passo que ker ¢
é um submédulo de U.

Fato A.8. Sejam U eV dois R-modulos e ¢ : U — V um homomor-
fismo. Entao, ¢ é injetor se e somente se ker ¢ = {0}.

Um homomorfismo bijetor é chamado de isomorfismo. Dois R-
médulos U e V sdo ditos ser isomorfos se existir um isomorfismo
¢ : U — V; nesse caso, escreve-se U =2 V.

A.2.4 Médulo quociente

Seja U um R-moédulo e V' um submoédulo de U. Define-se a relagao =y
em U como segue:

T =y y se e somente se x —y € V.

Pode-se mostrar que =y é uma relacdo de equivaléncia. A classe de
equivaléncia de um elemento u € U é dada por

u+VE{ut+v:veV}

O conjunto de todas as classes de equivaléncia é denotado por U/V;
esse conjunto torna-se um modulo, chamado de mddulo quociente, se
as operagoes de adicao e multiplicagao por escalar forem definidas, res-
pectivamente, por

(+V)+W+V)=(x+y) +V,
rle+V)=(rz)+V,

em que r € R. A identidade aditiva de U/V é0+V = V.
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A.2.5 Soma e interseccao de submoédulos

Seja W um R-médulo e U e V submoddulos de W. A soma de U eV é
definida por
U+V={utv:uecUweV}

e a intersec¢do de U e V é definida por
UnNnV={weW:welUeweV}.

E possivel mostrar que tanto U +V quanto UNV sdo submédulos de W
eque UNV CUV CU+V.

A.2.6 Produto de médulos

Sejam Uy, ..., U, R-moédulos. O produto cartesiano U; X - - - x Uy, torna-
se um R-mdédulo se as operagoes de adigao e multiplicagao por escalar
forem definidas entrada-a-entrada, ou seja,

(x17"~7xn)+(ylv"'ayn>:(xl +yla"'7xn+yn>7

r(z1,...,¢,) = (ree, ..., rZy).

paratodo (z1,...,%n), (Y1,---,Yn) € U1 X---xUy er € R. O R-médulo
Uy x -+ x U, é chamado de produto de Uy, ...,U,. A identidade aditiva
de Uy x ---x Uy é(0,...,0).

A.2.7 Médulos sobre dominios de ideais principais

Suponha que R seja um dominio de ideais principais. Se U for um
R-moédulo finitamente gerado, entdo

U =T/(dy) x T/{dg) x -+ x T/{dy),

em que dy,ds,...,dy € R sdo elementos ndo-inversiveis satisfazendo
dy | dg |- |de. Adicionalmente, tal representagdo é tinica a menos da
multiplicacao dos d;s por elementos inversiveis.



APENDICE B

Resultados auxiliares

B.1 Uma variacdo do cripto-lema

Os resultados aqui apresentados foram obtidos em conjunto com Chen
Feng (University of Toronto). Inicia-se revisando o ji conhecido cripto-
lema para o caso de grupos finitos [14].

Lema B.1. Seja G um grupo finito, com operagio bindria - : GXG — G.
Sejam x e g varidveis aleatorias sobre G. Se g for uniforme sobre G
e independente de x, entdo y = g -  também serd uniforme sobre G e
independente de x, qualquer que seja a distribuicdio de x.

Lembre-se que uma ag¢do (d esquerda) de G em um dado conjunto S
é uma operagao bindria o : G x § — § tal que

(©) (g1-g2)0ox=g10(g20x), paratodo g1,51 EGex €S, e
(it) eox = x, para todo z € S, em que e é a identidade de G.

Todo grupo G age em si mesmo (S = G) por multiplicagdo (& esquerda),
ou seja, através da agdo dada por gox = g - x. Esta secdo generaliza o
cripto-lema desse caso especial para o caso de uma agao qualquer de G
sobre um conjunto finito S.
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Antes de prosseguir, apresenta-se uma breve revisao sobre acoes de
grupo (para mais detalhes veja, por exemplo, [8, §4.1]). Para todo
r €8, a drbita de G contendo x é definida por Gox = {gox: g € G}.
A relagdo em S dada por

T~y se e somente se x = goy para algum g € G

é uma relagdo de equivaléncia. Tem-se z ~ y se e somente se Gox = Goy
se e somente se x e y estiverem na mesma 6rbita. O tamanho de uma
6rbita é dado por |Goz| = |G|/|Gs..|, em que G, . = {g € G : gox =z}
é o estabilizador de x em G (um subgrupo de G). Uma agdo é dita ser
transitiva se possuir apenas uma oOrbita.

Lema B.2. Sejam G um grupo finito, S um conjunto finito e o :
G xS — S uma agio de G em S. Sejam x e g varidveis aleatdrias so-
bre S e G, respectivamente. Se g for uniforme sobre G e independente
de x, entdo y = gox (de modo que x e y estao na mesma Jrbita)
serd uniforme por partes sobre as orbitas da a¢do e condicionalmente
independente de = dada a orbita®.

Demonstrag¢io. Como g é uniforme e independente de x, tem-se, para

todo z,y € S,

o
py\w(y|x) = | |g,|y ,

emqueG,, = {g€G:gox=y}. Sex ~y (de modo que Gox = Goy),
entdo pode ser mostrado que G, , serd um coset do estabilizador G .,
o que implica que |G, | = |Gs.2| €, portanto,

py|w(y|x) = |g$71’

!
Gl IGox| [Goyl

Por outro lado, se x ~ y, entao py|(y|z) = 0. Assim,

Py(¥) = Pyla(ylz)pa(z) = S > palw) = W’

do qual segue o lema. O

'Em particular, se a agdo for transitiva, entdo y é uniforme sobre S (a tnica
6rbita) e independente de x. Esse é o caso da a¢do goz = g -z, de modo que o
Lema B.1 é recuperado.



B.2. AGRUPAMENTOS SEM PERDA DE INFORMACAO EM DMCS 89

B.2 Agrupamentos sem perda de informacao em DMCs

Uma questdo natural no contexto de DMCs diz respeito as condigoes
nas quais duas ou mais letras de entrada (ou saida) podem ser “agrupa-
das” sem que haja reducao na informagdo mitua do canal. O seguinte
resultado (veja [1, §5.9-5.10]) fornece a resposta.

Lema B.3. Seja (X, py|z,)) um DMC com entrada x e saida y. Adi-
cionalmente, sejam f : X — U e g : Y — V fungbes sobrejetoras e
defina u = f(x) e v = f(y). Entdo, vale o sequinte:

(i) I(xz;y) = I(u;y) para todo p, se e somente se, para todo par

xyxl € X tal que f(.%‘) = f((E/), valer py|m(y|x> = py|m(y|x/) para
todoy € Y.

(ii) I(x;y) = I(x;v) para todo p, se e somente se, para todo par
y,y' € Y tal que g(y) = g(y'), existir um nimero real « tal que
Pyla (Y |T) = apy|z(y|T) para todo x € X.

De forma mais intuitiva, o Lema B.3 afirma o seguinte:

(i) Se duas ou mais linhas da matriz de probabilidade de transicao
do canal forem iguais, entdo pode-se manter apenas uma delas,
descartando-se as demais.

(#) Se duas ou mais colunas da matriz de probabilidade de transicao
do canal forem mailtiplas umas das outras, entdo elas podem ser
substituidas pela sua soma.

O exemplo a seguir ilustra isso.

ExXEMPLO. Considere um DMC definido por (X, py|s,Y), em que X =
{x17I2,...,$5}, y: {y17y27"'7y5} €

[ Yr Y2 Y3 Ya y5_
Ti|ig 3 5 3 18
35 0 3 0 3
zalg 0 3 0 3
255 5 5 5 3 .
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As linhas x1 e x5 s0 iguais; 0 mesmo ocorre com as linhas x3 e z4. As
colunas y1, Y3 € y5 sao multiplas umas das outras; o mesmo ocorre com
as colunas ys e y4 (nesse dltimo caso, as colunas sdo, de fato, iguais).
Entéo, de acordo com o Lema B.3, as fungoes f : X — U = {uq,uz,us},
definida por

flxr) = f(x2) = w1, [f(x3) = f(@1) = w2, flws) = us,
eg:Y—V=1{v1,0y}, definida por
9(1) = 9(ys) = gys) = v, g(y2) = g(ya) = v2,
sd0 tais que I(z;y) = I(w;v), em que u = f(z) e v = g(y), qualquer

que seja a distribuicdo de entrada p,. Assim, é possivel simplificar a
matriz de probabilidade de transicdo como segue:

[y v2 Y va Y5 |
ARt bl [nswne] [ e
z3|s 0 3 0 3 u2ig 03 0 3 uz| 10
T4l 0 5 0 3 us|3 G 5 5 3 us| 5 3
wold b 303

em que, no primeiro passo, agrupou-se a entrada e, no segundo passo,
a saida. 0

B.3 Um resultado de algebra linear

Esta secdo apresenta um resultado basico de dlgebra linear. Agradece-
mos ao Prof. Bill Martin (Worcester Polytechnic Institute) pelo auxilio
na demonstragao.

Lema B.4. Seja F um corpo. Sejam X, X' € F**¢ e¢Y,Y’ € Fmx¢
tais que rank X = rank X', rankY = rankY’ e dim((X) N (Y)) =
dim((X") N (Y")). Entao, existem P € GL,(F), Q € GL(F) e T €
GL(F) tais que X' = PXT eY' =QYT.

Demonstragio. Sejam v = rank X, v = rankY e w = dim((X) N (Y)).
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Da algebra linear, sabe-se que
u+v—w=dim({(X)+ (Y)) <¢

e que existem matrizes de posto completo Ay, A) € F**¢ A, A} €
Flumw)xt Ay Al € FOmwIxle Ay AL € FU-u—viw)xl taig que

(4o) = (X} N (¥, < j >=<X>7 < j >=<Y>7 (4) = F',
Al Al
(Ap) = (XY, < " ><X’>, < 0 ><Y’>, Ay = F,
1 2
em que
Ao Al
A, A
A= e A =
As A,
As A,

Como (A) = (A') = F* tem-se que A, A’ € GL,(F), de modo que
existe T € GLy(F) tal que A’ = AT. Dali, tem-se A} = A;T, para
0 < i < 3. Adicionalmente, tem-se

Ao Al
X =P Ay , X' =P Al ,
O(nfu)xé O(nfu)xl

em que P, Py € GL,,(F) e

Ao Al
Y= Ay , Y =Qs Ay ;

O(m—v)xé O(m—v)xf
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em que Q1,Q2 € GL,,(F). Portanto,

Al [ AT Ao
X'=Py |4y =P |[AT| =P | A | T = PP XT,
0 | 0 | 0
Aj —AoT- A
V' =Qo |AY)| =Q2 |AT| = Q2 |Ay| T = Q2Q7'YT.
0 | 0] 0
O resultado agora segue definindo P = P, P Le Q= QQQ;l. O

Como consequéncia, tem-se o seguinte.

Lema B.5. Sejam X, X' € T.(F™ %) e Y,Y' € T, (F™*) tais que
(V) C(X) e (Y') C(X"). Entao, existem P € GL,(F), Q € GL,,(F)
eT € GLy(F) tais que X' = PXT e Y' =QYT.
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