
Canais Matriciais Multiplicativos sobre Corpos e Anéis
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Objetivos

Estudo do canal matricial multiplicativo (MMC):

Cálculo da capacidade.

Projeto de esquemas de codificação.

Aplicações práticas:

Codificação de rede tradicional.
Codificação de rede na camada f́ısica (Phy-NC).
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Introdução
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Canais matriciais multiplicativos

Sejam Fq um corpo finito e n,m, ` inteiros positivos.

Definição

Um MMC sobre Fq é um canal de comunicação no qual a entrada
X ∈ Fn×`

q e a sáıda Y ∈ Fm×`
q são matrizes relacionadas por

Y = GX ,

em que G ∈ Fm×n
q é chamada de matriz de transferência.

GX Y
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Codificação de rede linear: Fundamentos
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∈ Fq

∈ F`q

Pacote

Cada enlace transporta um pacote.

Cada nó intermediário calcula e envia combinações lineares
(com coeficientes em Fq) dos pacotes que recebe.
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Codificação de rede linear: Fundamentos

w4 = a14w1
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Cada enlace transporta um pacote.

Cada nó intermediário calcula e envia combinações lineares
(com coeficientes em Fq) dos pacotes que recebe.
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Codificação de rede linear: Fundamentos
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Cada enlace transporta um pacote.
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w4 = a14w1

w5 = a15w1

w6 = a26w2 + a46w4

Cada enlace transporta um pacote.

Cada nó intermediário calcula e envia combinações lineares
(com coeficientes em Fq) dos pacotes que recebe.
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Codificação de rede linear: Fundamentos
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w4 = a14w1

w5 = a15w1

w6 = a26w2 + a46w4

w7 = a37w3 + a57w5

Cada enlace transporta um pacote.

Cada nó intermediário calcula e envia combinações lineares
(com coeficientes em Fq) dos pacotes que recebe.
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Codificação de rede linear: Fundamentos
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w4 = a14w1

w5 = a15w1

w6 = a26w2 + a46w4

w7 = a37w3 + a57w5

w8 = a28w2 + a48w4

Cada enlace transporta um pacote.

Cada nó intermediário calcula e envia combinações lineares
(com coeficientes em Fq) dos pacotes que recebe.
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(com coeficientes em Fq) dos pacotes que recebe.
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(com coeficientes em Fq) dos pacotes que recebe.
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Codificação de rede linear: Fundamentos

s

v1

v2

v3
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w1

w2
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w4
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w7

w8
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w10

w4 = a14w1

w5 = a15w1

w6 = a26w2 + a46w4

w7 = a37w3 + a57w5

w8 = a28w2 + a48w4

w9 = a39w3 + a59w5

w10 = a60w6 + a70w7

Resolvendo:




w8 = (a14a48)w1 + (a28)w2

w9 = (a15a59)w1 + (a39)w3

w10 = (a14a46a60 + a15a57a70)w1 + (a26a60)w2 + (a37a70)w3
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Codificação de rede linear: Fundamentos

s

v1

v2

v3

v4

t

w1

w2
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w5

w6

w7

w8

w9

w10

w4 = a14w1

w5 = a15w1

w6 = a26w2 + a46w4

w7 = a37w3 + a57w5

w8 = a28w2 + a48w4

w9 = a39w3 + a59w5

w10 = a60w6 + a70w7

Forma matricial:



— w8 —

— w9 —

— w10 —




︸ ︷︷ ︸
Y

=




a14a48 a28 0

a15a59 0 a39

a14a46a60 + a15a57a70 a26a60 a37a70




︸ ︷︷ ︸
G




— w1 —

— w2 —

— w3 —




︸ ︷︷ ︸
X
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Codificação de rede linear: Difusão e apagamentos

Modelo com enlaces de difusão (broadcast) e apagamentos:

s t

v1

v2

x1

x2

y1

y2

Forma matricial:
[

— y1 —

— y2 —

]

︸ ︷︷ ︸
Y

=

[
e3a1e1 e3a2e2

e6a3e5 e6a4e4

]

︸ ︷︷ ︸
G

[
— x1 —

— x2 —

]

︸ ︷︷ ︸
X
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Codificação de rede linear: Difusão e apagamentos

Modelo com enlaces de difusão (broadcast) e apagamentos:
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Codificação de rede linear: Modelo fim-a-fim

Modelo fim-a-fim de codificação de rede linear:

s

v1

v2

v3

v4

t

w1

w2

w3

w4

w5

w6

w7

w8

w9

w10

s tG ∈ Fm×nq=⇒

X ∈ Fn×`q Y ∈ Fm×`q

m: # pacotes recebidos

`: comprimento do pacote

n: # pacotes enviados

MMC

A matriz de transferência depende de:

Topologia da rede (possivelmente variante no tempo).

Combinações lineares (possivelmente aleatórias).

Probabilidades de apagamento.
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Cenários de interesse

Cenário coerente

GX
G

Y

G conhecida pelo receptor.

Na prática, através de
cabeçalhos:

I X ′X =

n

n

`− n

cabeçalho informação
︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

Y = GX = G [I X ′] = [G GX ′]

Cenário não-coerente

GX Y

G desconhecida pelo receptor.

Por exemplo, comunicação via
subespaços. Para G de posto
completo:

〈Y 〉 = 〈GX 〉 = 〈X 〉
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MMC sob a luz da teoria da informação

Adota-se um modelo probabiĺıstico:

X ,Y ,G são variáveis aleatórias
X e G independentes
G é i.i.d. de acordo com pG a cada uso do canal.

Obtém-se um canal discreto sem memória (DMC):
Probabilidade de transição induzida por pG :

pY ,G |X (Y ,G |X ) = pG (G )1[Y = GX ] (coerente)

pY |X (Y |X ) =
∑

G

pG (G )1[Y = GX ] (não-coerente)

GX
G

Y

coerente

GX Y

não-coerente
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Problemas abordados na tese

MMC não-coerente sobre corpos finitos

simplicidade generalidades t
G ∈ Fm×nq

X ∈ Fn×`q Y ∈ Fm×`q

MMC

MMC coerente sobre anéis de cadeia finitos

s t
G ∈ Rm×n

X ∈ Rn×` Y ∈ Rm×`

MMC

G

Phy-NC
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MMC não-coerente sobre corpos
finitos com matriz de transferência

uniforme dado o posto
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Motivação

simplicidade generalidades t
G ∈ Fm×nq

X ∈ Fn×`q Y ∈ Fm×`q

m: # pacotes recebidos
`: comprimento do pacote
n: # pacotes enviados

MMC

Hipótese: ` ≥ n,m

[Silva et al. ’10]: simples e particular.

G uniforme sobre todas as matrizes de posto completo.

[Jafari et al. ’11]: simples e particular.

G com entradas i.i.d. uniformes ≡ G uniforme sobre todas as matrizes.

[Yang et al. ’10]: complexo e geral.

G com distribuição qualquer.
Canal: pG → qnm parâmetros.
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Motivação

simplicidade generalidades t
G ∈ Fm×nq

X ∈ Fn×`q Y ∈ Fm×`q

m: # pacotes recebidos
`: comprimento do pacote
n: # pacotes enviados

MMC

Hipótese: ` ≥ n,m

Modelo proposto: compromisso entre simplicidade e generalidade.
G uniforme dado o posto (u.g.r., uniform given rank).

Distribuição de posto pr qualquer.
Matrizes de mesmo posto equiprováveis.

Casos particulares:

G uniforme de posto completo [Silva et al. ’10].
G com entradas i.i.d. uniformes [Jafari et al. ’11].

Canal: pr → min{n,m}+ 1 parâmetros.
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O modelo u.g.r. como o pior caso

Sejam T1 e T2 matrizes inverśıveis uniformemente distribúıdas.

Teorema

Se G ∈ Fm×n
q é uma matriz aleatória com distribuição qualquer, então

G ′ = T1GT2

é u.g.r. e possui a mesma distribuição de posto de G .

T2 T1G

MMC genérico
X ′ X Y Y ′

MMC com matriz de transferência u.g.r. G ′ = T1GT2

=⇒ Capacidade u.g.r. é um limitante inferior para a capacidade real.
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Exemplo 1: Obtendo a distribuição de G

s t

v1

v2
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Exemplo 1: Obtendo a distribuição de G

G =

[
e3a1e1 e3a2e2
e6a3e5 e6a4e4

]
∈ F2×22

s t

v1

v2
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Exemplo 1: Obtendo a distribuição de G

G =

[
e3a1e1 e3a2e2
e6a3e5 e6a4e4

]
∈ F2×22

ei ∼
{
0, w.p. 1/4

1, w.p. 3/4

ai ∼ Unif(F2)

s t

v1

v2
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Exemplo 1: Obtendo a distribuição de G
[
0 0

0 0

]

0,295

[
1 0

0 0

]

0,095

[
0 1

0 0

]

0,095

[
0 0

1 0

]

0,095

[
0 0

0 1
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0 0

]
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1 1
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0,031
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1 1

0 1

]

0,019

[
1 0

1 1

]

0,019

[
0 1

1 1

]

0,019

G =

[
e3a1e1 e3a2e2
e6a3e5 e6a4e4

]
∈ F2×22

ei ∼
{
0, w.p. 1/4

1, w.p. 3/4

ai ∼ Unif(F2)

s t

v1

v2
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Exemplo 1: Comparação entre os modelos

9
16

0,00

0,10

0,20

0,30

posto completo uniformes u.g.r.

G G G

0,00

0,25

0,50

0,75

1,00

0 1 2

0 0

1

0 1 2

1
16

6
16

0 1 2

p
G
(G
)

p
r
(r
)

r r r

0,295

0,136

real

G

0 1 2

r

0,295

0,569

0,136

0,569

uniforme de entradas i.i.d.distribuição distribuição
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Exemplo 1: q = 2, n = m = 2, ` = 3 (qn` = 64)

Capacidade em função da probabilidade de apagamento ε:

0 0.25 0.5 0.75 1
ε

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

C̄

Limitante superior (coerente)

Capacidade

Limitante inferior (u.g.r.)
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Exemplo 2: Rede sem-fio em camadas

Camada 1 Camada 2 Camada L

· · ·

· · ·

· · ·

...
...

s t
...

...

1

2

N

1

2

N

1

2

N

L : # camadas

N : # nós retransmissores por camada

M : # pacotes por enlace (n = m = NM)
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Exemplo 2: q = 2, n = m = 4, ` = 8 (qn` = 232)

Distribuição de posto e capacidade em função de ε, para L = 1:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ε

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p
r
(r

)

r = 0

r = 1

r = 2

r = 3

r = 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
ε

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

C̄

Limitante superior (coerente)

Limitante inferior (u.g.r.)

Uniforme de posto completo

Uniforme sobre todas as matrizes

Distribuição de posto e capacidade em função de L, para ε = 0:

5 10 15 20 25
L

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p
r
(r

)

r = 0

r = 1

r = 2

r = 3

r = 4

5 10 15 20 25
L

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

C̄

Limitante superior (coerente)

Limitante inferior (u.g.r.)

Uniforme de posto completo

Uniforme sobre todas as matrizes
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Probabilidade de transição do canal

u , rank X v , rank Y r , rank G

Teorema

A probabilidade de transição do canal é dada por

pY |X (Y |X ) =
pv |u(v |u)

|Tv (Fm×u
q )|

1[〈Y 〉 ⊆ 〈X 〉],

em que

pv |u(v |u) =
∑

r

pr (r)

[u
v

]
q[n

r

]
q

[
n − u

r − v

]

q

qv(n−u−r+v)

é a probabilidade de transição do posto.

=⇒ Simetria: Probabilidade de transição depende apenas dos postos.
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Probabilidade de transição do canal: Ideia da prova

O cálculo de pY |X se reduz a um problema de contagem.

Problema: Dadas X ∈ Fn×`
q de posto u e Y ∈ Fm×`

q de posto v , quantas
matrizes G ∈ Fm×n

q de posto r são tais que Y = GX?

Solução: |Tr−v (F(m−v)×(n−u)
q )|qv(n−u).
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Capacidade do canal

Teorema

A capacidade do canal é dada por

C , max
pX

I (X ; Y ) = max
pu

I ∗(pu),

em que

I ∗(pu) =
∑

v

pv (v) logq
|Tv (Fm×`

q )|
pv (v)

−
∑

u,v

pv |u(v |u) logq
|Tv (Fm×u

q )|
pv |u(v |u)

pu(u),

sendo alcançada com entrada u.g.r.

=⇒ Otimização convexa: redução de qn` para n + 1 variáveis.
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Capacidade do canal: Ideia da prova

A maximização é dividida em duas etapas:

C , max
pX

I (X ; Y ) = max
pu

max
pX :pu

I (X ; Y )

Etapa interna: Resolvida. Máximo é alcançado com entrada u.g.r.

max
pX :pu

I (X ; Y ) = I ∗(pu) = formula do slide anterior

Etapa externa: Não existe solução em forma fechada (em geral).

max
pu

I ∗(pu) = problema de otimização convexa
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Entrada de posto constante

Cu → capacidade de posto u:
Máxima informação mútua com entrada de posto u.

Cu∗ → capacidade de posto constante:
Máximo entre os Cu, i.e., Cu∗ , maxu Cu.

Potencial simplificação dos esquemas de codificação.

Teorema

A capacidade de posto u do canal é dada por

Cu =
n∑

v=0

pv |u(v |u) logq

[m
v

]
q[u

v

]
q

,

sendo alcançada com entrada uniforme. Além disso,

Cu∗ ≤ C ≤ Cu∗ + logq(min{n,m}+ 1).
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Exemplo 3: q = 2, n = m = ` = 10

Capacidade de posto u para G uniforme de posto completo:

2 3 4 5 6 7 8
u

2

2.5

3

C
u

Cu ∗ +logq (n+1)

C

Cu ∗
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Comportamento assintótico

Entrada de posto constante é assintoticamente ótima (em q ou `).

Teorema

Assintoticamente em q, a capacidade é dada por

lim
q→∞

C = max
u

[
(`− u)

∑

r

p∞r (r) min{u, r}

]
,

sendo alcançada com entrada uniforme de posto constante.

Teorema

Assintoticamente em `, a capacidade normalizada C̄ = C/` é dada por

lim
`→∞

C̄ = E[r ],

sendo alcançada com entrada uniforme de posto completo.
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Comportamento assintótico
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Comunicação via subespaços

Sejam U = 〈X 〉 e V = 〈Y 〉.

Teorema

Comunicação via subespaços é ótima para G u.g.r. Isto é,

I (X ; Y ) = I (U ; V ),

qualquer que seja a distribuição de entrada pX .

G
X Y 〈·〉pX|U

VU
Canal matricial

Canal de subespaço

=⇒ Potencial simplificação dos esquemas de codificação.
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MMC coerente sobre anéis de
cadeia finitos
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O que são anéis?

Anéis são estruturas algébricas com duas operações (+ e ×).

Diferentemente de corpos, um elemento 6= 0 não precisa ser inverśıvel.
Neste trabalho, apenas anéis comutativos com 1 6= 0.

Exemplos de anéis finitos:

Corpos finitos (Fq).
Inteiros módulo-n (Zn).
Quocientes de inteiros Gaussianos (e.g., Zn[i ]).
Anéis de cadeia finitos (incluindo Fq, Zpk , Zpk [i ]).
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Anéis de cadeia finitos

R

πR

π2R

πs−1R

πsR = {0}

Definição

Um anel de cadeia é um anel no qual os ideais
são linearmente ordenados de acordo com
inclusão de conjuntos (⊆).

Seja R um anel de cadeia finito, em que:

π é um gerador do ideal máximo de R.

s é o número de ideais não-nulos de R.

q é a ordem do corpo residual R/πR.
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Exemplo: Inteiros módulo-8 (Z8)

0 1 2 3 4 5 6 7
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1
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3

4

5

6

7

0 0 0 0 0 0 0 0

0

0

0

0

0

0

0

1 2 3 4 5 6 7

2 4 6 0 2 4 6

3 6 1 4 7 2 5

4 0 4 0 4 0 4

2 75

6

7 6 5 4 3 2 1

4 1 6 3

4 2 0 6 4 2

×
000

bin

001

010

011

100

101

110

111

Z8 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
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Codificação de rede sobre anéis

Combinações lineares de pacotes.

· · · +Soma de pacotes: · · ·

Multiplicação por escalares: · · ··

Operações fechadas: Espaço de pacotes Ω → “espaço vetorial”.
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Exemplo: “Espaços vetoriais” sobre Z8

Espaços vetoriais sobre Fq

Ω = cópias do corpo

︷ ︸︸ ︷` = 6

Fq Fq Fq Fq Fq Fq

dim Ω = ` = 6

dimensão

“Espaços vetoriais” sobre Z8

Ω pode ser mais geral

︷ ︸︸ ︷
2Z8

︷ ︸︸ ︷λ2 = 6

λ0 = 2

︷ ︸︸ ︷λ1 = 5

Z8 Z8 2Z8 2Z8 4Z8

shape Ω = λ = (2, 5, 6)

shape
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Codificação de rede sobre anéis de cadeia finitos

Por quê?
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011

1 2

relay

Roteamento
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011

x2 = 0011

x2 = 0011 x1 = 0101

1 2

relay
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011
x2 = 0011 x1 = 0101

1 2

relay

Roteamento
4 instantes de tempo
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011

1 2

relay

Codificação de rede
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011

x1 = 0101
x2 = 0011

1 2

relay

Codificação de rede
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011

x1 = 0101

x1 + x2 = 0110
x2 = 0011

1 2

relay

Codificação de rede
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011

x1+x2 = 0110

x1 + x2 = 0110 x1 + x2 = 0110

1 2

relay

Codificação de rede
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011
x1 + x2 = 0110 x1 + x2 = 0110

x2 = 0011 x1 = 0101

1 2

relay

Codificação de rede

Roberto W. Nóbrega (UFSC) MMCs sobre Corpos e Anéis Finitos 15 de outubro de 2013 31 / 40



Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011
x1 + x2 = 0110 x1 + x2 = 0110

x2 = 0011 x1 = 0101

1 2

relay

Codificação de rede
3 instantes de tempo
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011

x1+x2 = 0110

infere

1 2

Phy-NC
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário
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Rede sem-fio bidirecional com nó intermediário

x1 = 0101 x2 = 0011
x1 + x2 = 0110 x1 + x2 = 0110

x2 = 0011 x1 = 0101

1 2

Phy-NC
2 instantes de tempo
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Anéis e espaços de pacote na prática

Phy-NC + Modulação não-codificada.

4-ASK −→ R = Z4

QPSK −→ R = Z2[i ]

16-QAM −→ R = Z4[i ]

64-QAM −→ R = Z8[i ]

Em todos esses casos, Ω = R`.

Phy-NC + Modulação codificada.

“Phy-NC via reticulados aninhados” [Nazar, Gastpar ’11] [Feng et al. ’13]

Construção A + LDPC binário: [Ordentlich et al. ’11]

−→ R = Z4 e Ω = R54000 × (2R)10800

Construção D + Códigos turbo: [Sakzad et al. ’10]

−→ R = Z4 e Ω = R3377 × (2R)1688

Todos esses são exemplos de anéis de cadeia finitos!
Em Phy-NC com modulação codificada, Ω tem forma geral.
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Anéis e espaços de pacote na prática
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Modelo do canal

s t
G ∈ Rm×n

X ∈ Rn×` Y ∈ Rm×`

MMC

G

R anel de cadeia finito

n número de pacotes transmitidos

m número de pacotes recebidos

λ shape do espaço de pacotes Ω

pG distribuição de probabilidade em Rm×n

De agora em diante, por simplicidade, R = Z8.
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Capacidade do canal

MMC coerente com matriz de transferência G e espaço de pacotes Ω.

Corpos finitos (Fq)

Teorema [Yang et al. ’10]

A capacidade do canal é dada por

C = E[r ]`,

r = rank G e ` = dim Ω.

rank G = dim 〈G 〉

Anéis de cadeia finitos (Z8)

Teorema

A capacidade do canal é dada por

C = E[ρ2]λ0 +E[ρ1]λ1 +E[ρ0]λ2,

ρ = shape G e λ = shape Ω.

shape G = shape 〈G 〉
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Anéis de cadeia finitos (Z8)

Teorema

A capacidade do canal é dada por
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Esquema de codificação

Construção do código.

Códigos componentes:

C0 ⊆ Fn×λ0
2 C1 ⊆ Fn×λ1

2 C2 ⊆ Fn×λ2
2

Código composto:

C = {X0 + 2X1 + 4X2 : Xi ∈ Ci} ⊆ Zn×`
8

Decodificação (multi-estágio).

Decodifica-se X0.

Decodifica-se X1 com base em X0.

Decodifica-se X2 com base em X0 e X1.

Abordagem em camadas

X0 ∈ C0
X1 ∈ C1

X2 ∈ C2

n = 4
λ = (2, 5, 6)
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Caracteŕısticas do código

Proposição

A taxa do código é dada por

Rate(C) = Rate(C0) + Rate(C1) + Rate(C2)

e a probabilidade de erro é limitada por

Perr(C) ≤ Perr(C0) + Perr(C1) + Perr(C2).

Capacidade. O código C é capaz de alcançar a capacidade.

Complexidade. O esquema tem complexidade de tempo polinomial.

Universalidade. Não é necessário o conhecimento de pG , apenas de E[ρ].
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Conclusão
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